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Resumen

En esta tesis se ha realizado un estudio de la percepción de los fenómenos de

radiación en Teoŕıa cuántica de Campos en sistemas de referencia no inerciales

y en agujeros negros, en particular los conocidos fenómenos de la radiación de

Hawking y el efecto Unruh. Se ha considerado un campo escalar de Klein-Gordon

real sin masa como campo de radiación. Para llevar a cabo el estudio, se han

utilizado dos herramientas: los detectores de part́ıculas de Unruh-DeWitt ma-

croscópicos y la función de temperatura efectiva, esta última basada en el cálculo

del espectro percibido mediante transformaciones de Bogoliubov. Utilizando el

modelo de detector de Unruh-DeWitt, se ha propuesto una expansión adiabática

de las propiedades de detección de estos objetos cuando siguen trayectorias con

aceleración lineal lentamente variable en el espacio-tiempo de Minkowski. Esta

expansión adiabática permite calcular el espectro detectado a lo largo de dichas

trayectorias, y en ella se encuentra el espectro térmico caracteŕıstico del efecto

Unruh como término de orden cero en la expansión. Por otra parte, mediante la

función de temperatura efectiva se ha estudiado la percepción de la radiación de

Hawking por observadores siguiendo distintas trayectorias radiales en el exterior

de un agujero negro de Schwarzschild. Para simular el proceso de encendido de

la radiación en un escenario real de colapso, se ha introducido un estado de vaćıo

no estacionario para el campo de radiación que interpola suavemente entre la

ausencia de radiación en el pasado asintótico y la radiación de Hawking en el

futuro asintótico. Uno de los resultados más importantes del análisis realizado es

el hecho de que, en general, los observadores en cáıda libre no detectan vaćıo al

cruzar el horizonte de sucesos, aun cuando el campo se encuentra en el vaćıo de

Unruh, hecho que podemos explicar debido a un factor Doppler que diverge en el

horizonte. Tras un estudio caso por caso de distintos observadores, procedemos a

dar una expresión general para la función de temperatura efectiva, la cual tiene

una clara interpretación en términos de fenómenos f́ısicos conocidos. Discutimos

especialmente qué contribución a la percepción de radiación de un observador

cualquiera procede de la radiación emitida por el agujero negro, y cuál procede

del efecto Unruh que experimenta el propio observador debido a su estado de

movimiento. De esta discusión concluimos que, en general, el efecto Unruh no se

debe únicamente a la aceleración propia del observador, ni puede definirse local-

mente, sino que se debe a la aceleración del observador con respecto a la región

asintótica del espacio-tiempo. También aplicamos la expresión general de la fun-
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ción de temperatura efectiva encontrada al análisis de diversas situaciones f́ısicas,

en particular a un posible escenario de flotación en las cercańıas de un agujero

negro debido a la radiación de Hawking. Finalmente, proponemos un estado de

vaćıo no estacionario, que denominamos vaćıo pulsante, para el campo de radia-

ción en el exterior de un objeto celeste esféricamente simétrico y cercano a la

formación de un horizonte. En este estado de vaćıo se tiene radiación muy simi-

lar a la radiación de Hawking emitida por el objeto, pero evitando los conocidos

problemas de la paradoja de la información y el problema transplanckiano.

6











Estructuración de contenidos en la memoria

Los contenidos exigidos en una tesis doctoral en la Universidad de Granada
para los programas de doctorado regulados por el RD1393/2007 se encuentran en
la presente memoria estructurados en los siguientes caṕıtulos:
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A lo largo de estos años de tesis he tenido la gran oportunidad de viajar
y trabajar con varios buenos investigadores en diversos lugares del mundo. Mi
agradecimiento a todos ellos. A Daniele Oriti, por su recepción y hospitalidad en
el Instituto Albert Einstein. A Ivette Fuentes, Jorma Louko y Carlos Sab́ın, por
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no te guardo rencor). En esos Jarramplas he tenido la oportunidad de pasar
muchos buenos momentos con Dani, Ana, Mı́kel, Javi, Merce, Gil, Vı́ctor, y el
resto de compañeros.
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enseñaron todo lo verdaderamente importante que sé, y a mi hermana Paula, a
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Un hombre pasa con un pan al hombro
¿Voy a escribir, después, sobre mi doble?

...
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¿Cómo escribir, después, del infinito?

Un albañil cae de un techo, muere y ya no almuerza
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César Vallejo





Introducción

Desde su formulación por Albert Einstein en 1915, la relatividad general si-
gue siendo a fecha de hoy la teoŕıa más satisfactoria para describir la interacción
gravitatoria. Sin embargo, a pesar de su éxito al explicar los distintos fenómenos
observables en gravedad, tiene una caracteŕıstica destacable: parece contener las
semillas de su propia destrucción. El paradigma de este hecho son los conocidos
teoremas de singularidad [1, 2]. Según nos indican estos teoremas, la relatividad
general clásica predice de forma necesaria la formación de agujeros negros, sepa-
rados del exterior por un horizonte de sucesos y dentro de los cuales se forma
una singularidad, en la cual la descripción clásica del espacio-tiempo deja de ser
válida. Por otra parte, estas predicciones anómalas entran en el dominio de cor-
tas distancias y altas enerǵıas, lo cual parece indicar que la relatividad general
necesita de la aplicación de la mecánica cuántica para su consistencia.

Un paso que marcó un antes y un después en la comprensión del papel de
la mecánica cuántica en este escenario fue la derivación por Stephen Hawking
de que los agujeros negros debeŕıan emitir radiación térmica con temperatura
proporcional a su gravedad de superficie, debido a efectos cuánticos [3, 4]. Se
trata, sin duda, de uno de los resultados más importante hasta ahora que combina
elementos de relatividad general con elementos de mecánica cuántica. Además,
no solo incorpora la mecánica cuántica, sino que esta a su vez permite dotar a
los agujeros negros de propiedades termodinámicas al asignar una temperatura a
estos objetos. Este hallazgo permite completar la analoǵıa entre la dinámica de
los agujeros negros y las leyes de la termodinámica [5, 6], la cual requiere de la
constante de Planck ~ para poder concretarse.

Si en la evolución del agujero negro no estuvieran involucradas fuentes de
materia o radiación que aumentaran el tamaño de este (como discos de acreción,
o la radiación de fondo cósmico), la radiación de Hawking iŕıa evaporándolo len-
tamente, hasta hacerlo desaparecer. Sin embargo, aun estando presente en todo
el periodo de vida del agujero negro, se puede argumentar que la radiación de
Hawking (al menos en su formulación original) tiene su origen únicamente en el
proceso de colapso que da lugar a la formación del mismo. Cuando dicho proceso
de colapso ha finalizado, y la geometŕıa se aproxima a la de un agujero negro
cuasi-estacionario (salvo por la propia evaporación), es cuando esta radiación es
térmica, y su temperatura proporcional a la gravedad de superficie del agujero
negro en el horizonte, sin que quede ningún rastro del proceso de formación [4].

23



Introducción

El hecho de que la producción de part́ıculas continúe hasta evaporar el aguje-
ro negro, aun después de que el proceso de colapso claramente haya finalizado,
puede interpretarse como debido a que el breve lapso de tiempo que supone la
formación del horizonte de sucesos, visto desde el propio horizonte, es contem-
plado como un tiempo indefinidamente largo desde la región asintótica, debido al
factor de corrimiento en frecuencias divergente entre una zona y otra (es decir, a
la “congelación del tiempo” en las cercańıas del horizonte).

Sin embargo, el fenómeno de la radiación de Hawking también presenta, a
su vez, otros problemas conceptuales. En particular, el factor divergente en el
corrimiento en frecuencias mencionado es a su vez el responsable del conocido
problema transplanckiano [7], que se debe a la necesidad de involucrar frecuen-
cias extremadamente altas en la derivación de la radiación de Hawking. Otro
conocido problema del proceso de evaporación mediante la radiación de Hawking
es la paradoja de la información [8, 9, 10], que se debe a la necesidad de formar
un horizonte de sucesos, y que consiste en la aparente pérdida irreversible de
información tras dicho horizonte, la cual no se recupera a través de la radiación
emitida, debido al carácter térmico (decorrelacionado) de la misma.

Como hemos mencionado, la existencia de radiación de Hawking es probable-
mente uno de los resultados más importantes de la Teoŕıa Cuántica de Campos
en espacios curvos. Un resultado, como veremos relacionado, que rivaliza en im-
portancia con el fenómeno de la radiación de Hawking es el efecto Unruh [7]. Este
efecto se refiere al hecho de que un observador con aceleración propia constante
en un espacio-tiempo plano, y acoplado a un campo cuántico, debeŕıa detec-
tar radiación térmica de dicho campo cuando este se encuentra en el estado de
vaćıo (para los observadores inerciales), siendo la temperatura de la radiación
proporcional a la aceleración del observador. La relación de este fenómeno con
la radiación de Hawking se observa claramente a través del principio de equiva-
lencia. El efecto Unruh es, sin embargo, el resultado paradigmático de un hecho
más general en Teoŕıa Cuántica de Campos en espacios curvos: el hecho de que la
noción de part́ıcula de un campo cuántico es dependiente del observador [7, 11].
Esto significa que, en un estado en el que determinados observadores no perci-
ben part́ıculas del campo, otros observadores con distinto estado de movimiento
śı pueden percibir un contenido no nulo de part́ıculas.

Existen dos formas comunes de acercarse al problema de la percepción de
radiación por distintos observadores en Teoŕıa Cuántica de Campos en espacios
curvos: las transformaciones de Bogoliubov [11], que permiten comparar cómo dis-
tintos observadores describen un mismo estado de vaćıo en términos de part́ıcu-
las; y los modelos de detectores cuánticos de part́ıculas (en especial, el modelo de
Unruh-DeWitt [7, 12]), los cuales son dispositivos que experimentan interacción
con el campo cuántico, excitándose ante la presencia de part́ıculas del mismo.

Una cuestión importante en el estudio de los dos fenómenos mencionados, a
saber, la radiación de Hawking y la dependencia de la percepción de part́ıculas
con el estado de movimiento del observador, es intentar comprender cómo se
combinan en la percepción final del campo de radiación por un observador en el
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exterior de un agujero negro. Por una parte, sabemos de la presencia de radiación
de Hawking emitida por el agujero negro. Sin embargo, el resultado original solo
nos indica que dicha radiación es percibida como térmica por los observadores
en reposo en la región asintótica y para tiempos suficientemente tard́ıos tras el
colapso [4]. Para un observador siguiendo una trayectoria genérica en el exterior
del agujero negro, la percepción de esta radiación se verá “distorsionada” por su
propio estado de movimiento.

Aunque se ha estudiado la percepción por parte de distintos observadores de la
radiación emitida por agujeros negros, los diversos estudios hasta la fecha, aunque
útiles, oscilan entre el análisis de casos muy particulares (casi todos correspon-
dientes a posiciones estáticas u órbitas circulares de los observadores), por una
parte; y los desarrollos formales más genéricos, pero dif́ıcilmente aplicables a casos
concretos o interpretables en términos de fenómenos f́ısicos conocidos, por la otra.
Por ejemplo, se ha estudiado la percepción de radiación mediante el uso de detec-
tores de Unruh-DeWitt en agujeros negros de Schwarzschild [13, 14, 15, 16, 17, 18],
agujeros negros BTZ [17, 19, 20], o campos gravitatorios newtonianos [21]. Tam-
bién se ha hecho un análisis de la percepción de radiación por un observador
en cáıda libre en un agujero negro de Schwarzschild mediante el formalismo de
funciones de onda de Schrödinger [22]. Expresiones formales de la respuesta de
detectores de Unruh-DeWitt en espacio-tiempos curvos generales pueden encon-
trarse en [17, 21].

Sin embargo, una comprensión más general de la percepción de radiación en
el exterior de un agujero negro para distintos observadores según sus trayectorias,
pero a su vez con resultados concretos e interpretables f́ısicamente, es el objetivo
principal que nos hemos propuesto en esta tesis. En la percepción de radiación
estarán involucrados tanto la radiación de Hawking como el efecto Unruh, según
la trayectoria de los observadores, aśı como otros efectos conocidos (como el efecto
Doppler o el corrimiento en frecuencias gravitacional). Para este análisis, utiliza-
remos dos herramientas: los detectores de Unruh-DeWitt y, principalmente, una
herramienta introducida por primera vez en [23, 24]: la función de temperatura
efectiva. Con esta función es posible calcular, en determinados escenarios y bajo
cumplimiento de ciertas condiciones, la temperatura de la radiación térmica que
un determinado observador percibe en torno a un instante concreto en un estado
de vaćıo dado. Su justificación está basada en el cálculo del espectro percibido
mediante coeficientes de Bogoliubov. Como veremos, se trata de un método es-
pecialmente sencillo, pero con mucho contenido f́ısico, y que nos ha permitido
comprender mejor el papel de los distintos fenómenos f́ısicos involucrados en la
percepción final de la radiación, aśı como extraer conclusiones novedosas.

Una motivación de especial relevancia para abordar el análisis de la percep-
ción de radiación en agujeros negros es su potencial aplicación al estudio de los
fenómenos de flotación debidos a la radiación de Hawking [25, 26]. Para tal estu-
dio, es requisito indispensable una correcta comprensión, en primer lugar, de la
percepción de la radiación de Hawking por los distintos observadores en el exterior
del agujero negro.
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Comenzaremos esta memoria con una introducción a la Teoŕıa Cuántica de
Campos en espacios curvos, en particular en sistemas de referencia no inerciales
y en agujeros negros (capitulo 1). Prestaremos especial atención a las transfor-
maciones de Bogoliubov, obteniendo a partir de ellas los conocidos resultados
del efecto Unruh y la radiación de Hawking. En el caṕıtulo 2 describiremos las
dos herramientas que utilizaremos para estudiar la percepción de part́ıculas por
distintos observadores a lo largo de la tesis: los detectores de Unruh-DeWitt y
la función de temperatura efectiva. Para los primeros, introduciremos algunas
consideraciones técnicas [27, 28, 29, 30] que no se encuentran en su formulación
original. En la última sección de este caṕıtulo demostraremos que, al menos en el
marco en el cual trabajamos a lo largo de la tesis, el espectro obtenido mediante
los coeficientes de Bogoliubov (y, por tanto, también la función de temperatura
efectiva) tiene a su vez una interpretación inmediata en términos de excitación
de detectores de Unruh-DeWitt. Estos dos primeros caṕıtulos tienen un carácter
introductorio. Los siguientes caṕıtulos son ya una exposición de los resultados
originales obtenidos en esta tesis.

Los fenómenos de la radiación de Hawking y el efecto Unruh comparten la
caracteŕıstica de que la radiación involucrada presenta un espectro planckiano.
Una cuestión de interés es conocer el comportamiento del espectro de radiación
cuando nos alejamos de las condiciones “ideales” que dan lugar a tal espectro
planckiano. En el caṕıtulo 3 haremos un acercamiento a esta cuestión, en con-
creto para el efecto Unruh en Minkowski. Utilizaremos el modelo de detector de
Unruh-DeWitt para obtener las propiedades de excitación de estos detectores pa-
ra trayectorias con aceleración lineal lentamente variable en el tiempo, y por tanto
fuera del régimen estrictamente constante que requiere el efecto Unruh. Para ello,
propondremos una expansión adiabática de la cantidad que denominaremos fun-
ción respuesta [30], y estudiaremos sus propiedades. Extraeremos el efecto Unruh,
con temperatura proporcional a la aceleración en cada instante, como resultado
a orden cero en la expansión, siendo los órdenes superiores contribuciones debi-
das a las derivadas de la aceleración. Aunque en un marco distinto al del resto
de la tesis (pero, por otra parte, el más habitual cuando se trata de estudiar el
efecto Unruh), este análisis nos permitirá hacernos una idea de cómo se desv́ıa el
espectro percibido del espectro planckiano que caracteriza los fenómenos en los
que estamos interesados, cuando nos desviamos ligeramente de las condiciones en
las que tales fenómenos se producen.

El resto de la tesis se centrará exclusivamente (salvo una pequeña sección) en
el estudio de la percepción de la radiación emitida por agujeros negros, haciendo
uso de la función de temperatura efectiva. Al hacerlo, nos quedaremos únicamente
con la “componente térmica” de la percepción de radiación, ignorando el resto de
contribuciones que hemos encontrado en la expansión adiabática. No obstante,
con esta función podemos estudiar la percepción de radiación también en espacio-
tiempos curvos, que es lo que necesitamos en nuestro análisis. Además, veremos
que el estudio de esta componente es sin duda el que tiene mayor interés f́ısico.
En el caṕıtulo 4 utilizaremos la función de temperatura efectiva para estudiar la
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percepción de la radiación de Hawking por observadores siguiendo distintas tra-
yectorias en el exterior de un agujero negro de Schwarzschild [31]. Propondremos
un vaćıo para el campo de radiación distinto al habitual vaćıo de Unruh (en el que
el agujero negro emite radiación de Hawking de forma constante), que denomina-
remos vaćıo de colapso, y el cual pretende simular el proceso de “encendido” de la
radiación en un escenario de colapso real. Veremos que muchos de los resultados
que obtengamos tienen una clara interpretación f́ısica, y en particular encontra-
remos un resultado especialmente interesante, al cual daremos explicación: aun
estando el campo de radiación en el vaćıo de Unruh, los observadores en cáıda
libre en general śı detectan radiación al cruzar el horizonte.

El caṕıtulo 5 proporciona una śıntesis conceptual del desarrollo anterior. En
él obtendremos una expresión general para la función de temperatura efectiva
en función de las propiedades locales de la trayectoria del observador cuya per-
cepción queremos calcular, y de las propiedades del vaćıo en el cual la estemos
calculando [32]. Daremos una interpretación f́ısica a tal expresión, poniendo es-
pecial énfasis en discutir qué contribución a la percepción de radiación procede
de la radiación propia del estado de vaćıo (como la radiación de Hawking), y
qué contribución corresponde al efecto Unruh propio de la aceleración del obser-
vador. Obtenida y discutida la expresión general, la utilizaremos para analizar
con ella algunos escenarios f́ısicos, con especial atención a su aplicación en un
posible escenario de flotación en las cercańıas de un agujero negro, debido a la
radiación de Hawking.

En el caṕıtulo 6 propondremos un estado de vaćıo no estacionario en la re-
gión exterior de un cuerpo celeste, que denominaremos vaćıo pulsante [33], el
cual presenta una radiación muy similar a la radiación de Hawking emitida a la
región asintótica, sin necesidad de invocar frecuencias extremadamente altas ni
la formación de un horizonte de ningún tipo en su derivación.

Finalizaremos la memoria resumiendo y concretando las conclusiones obteni-
das a lo largo de la tesis.

Notación: La signatura de la métrica será (−,+,+,+) o (−,+), según nos
encontremos en 3 + 1 dimensiones o en 1 + 1 dimensiones, respectivamente. Uti-
lizaremos siempre unidades naturales G = c = ~ = 1.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo haremos una descripción de la Teoŕıa Cuántica de Campos
en sistemas de referencia no inerciales y en agujeros negros (en particular, en
agujeros negros de Schwarzschild), lo que constituye la base teórica fundamental
de todo el desarrollo de la tesis.1

El campo cuántico más sencillo es el campo de Klein-Gordon real sin masa.
Aunque no existe ningún campo conocido en el mundo f́ısico descrito correcta-
mente por este modelo,2 como modelo teórico puede usarse para estudiar muchos
de los fenómenos que aparecen en otros campos cuánticos f́ısicos, especialmente en
campos bosónicos y sin masa (como el campo electromagnético). En particular,
el modelo resulta especialmente útil, por su sencillez, para estudiar la mayoŕıa de
los fenómenos de la Teoŕıa Cuántica de Campos en espacios curvos, o en sistemas
de referencia no inerciales, como los que estudiaremos en este caṕıtulo.

Además, el campo de Klein-Gordon sin masa posee otra importante ventaja:
en un espacio-tiempo de 1+ 1 dimensiones la teoŕıa para este campo es invarian-
te conforme, es decir, invariante bajo cambio del factor conforme de la métrica.
En los distintos escenarios f́ısicos que estudiaremos a lo largo de la tesis, nos
limitaremos a la interacción del campo cuántico con observadores que siguen tra-
yectorias rectiĺıneas en el espacio-tiempo de Minkowski o trayectorias radiales en
el espacio-tiempo de Schwarzschild. Por tanto, aunque los espacio-tiempos f́ısicos
sean de dimensión 3 + 1, la teoŕıa de campos podrá reducirse de forma efectiva,
con algunas aproximaciones que indicaremos, a la teoŕıa en 1 + 1 dimensiones,
permitiéndonos aśı explotar las ventajas de la invariancia conforme.

1El material de este caṕıtulo es elemental, y puede encontrarse en diversos manuales [6, 11].
Sin embargo, hemos preferido incluirlo con el fin de hacer la memoria de tesis lo más auto-
contenida posible.

2Tras las recientes observaciones en el LHC [34], el bosón de Higgs es el candidato más
importante a ser el primer campo f́ısico observado experimentalmente y modelizado mediante
un campo escalar (aunque con una masa de aproximadamente 125 GeV). Otros candidatos son
el inflatón [35] (que podŕıa ser el propio bosón de Higgs) y el curvatón [36] en cosmoloǵıa.
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1.1. Teoŕıa Cuántica de Campos en sistemas de

referencia no inerciales

En esta sección haremos una descripción general de la teoŕıa cuántica de cam-
pos en sistemas de referencia no inerciales. Es decir, aunque el espacio-tiempo en
el que el campo cuántico está definido será el espacio-tiempo plano de Minkowski,
nos centraremos en la descripción del campo hecha desde sistemas de referencia no
inerciales, particularmente desde sistemas de referencia con aceleración constante.

1.1.1. Campo de Klein-Gordon real sin masa

Consideremos el espacio-tiempo de Minkowski en 1 + 1 dimensiones, y un
campo escalar real φ(x) definido en todos los puntos x = (t, z) del espacio-tiempo,
que satisface la ecuación de Klein-Gordon sin masa

�φ = −∂
2φ

∂t2
+
∂2φ

∂z2
= 0. (1.1)

En la teoŕıa invariante conforme es especialmente conveniente utilizar las coorde-
nadas nulas (U, V ), definidas por

U := t− z, V := t+ z. (1.2)

Utilizando estas coordenadas, la ecuación (1.1) puede escribirse como

∂

∂U

∂

∂V
φ = 0. (1.3)

Esta ecuación tiene la solución general

φ(U, V ) = φU(U) + φV (V ). (1.4)

Cada término de esta solución puede expandirse en modos de Fourier de la forma

φUω (U) :=
1√
4πω

e−iωU , (1.5)

φVω (V ) :=
1√
4πω

e−iωV , (1.6)

respectivamente. Los modos con ω > 0 son modos de frecuencia positiva bien de-
finida con respecto a la coordenada temporal t, viajando hacia la derecha (modos
U) y hacia la izquierda (modos V ). Debido a la forma de la solución (1.4), los mo-
dos viajando hacia la derecha y hacia la izquierda se encuentran completamente
desacoplados en la teoŕıa libre e invariante conforme. En adelante, explicitaremos
solo el sector φU(U) de (1.4), siendo la teoŕıa para los modos V completamente
análoga en un espacio-tiempo plano.
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Los modos (1.5) son ortonormales con respecto al producto escalar

〈ψ, ψ′〉 := i

∫ ∞

−∞

dU

{
ψ(U)

∂

∂U
ψ′(U)∗ − ψ′(U)∗

∂

∂U
ψ(U)

}
. (1.7)

Esto significa que

〈φUω , φUω′〉 = δ(ω − ω′),

〈φU∗ω , φU∗ω′ 〉 = −δ(ω − ω′), (1.8)

〈φUω , φU∗ω′ 〉 = 0.

Dado que el conjunto de modos {φUω , φU∗ω′ } con ω > 0 forma una base ortonor-
mal completa, el campo puede expandirse en los modos (1.5) de la forma

φU(U) =

∫ ∞

0

dω
[
aUωφ

U
ω (U) + (aUω )

∗φUω (U)
∗
]
, (1.9)

donde aUω , (a
U
ω )
∗ son los coeficientes de la expansión (unos son los complejos con-

jugados de los otros debido a que estamos considerando un campo real).

A continuación, pasaremos a construir una teoŕıa cuántica para este campo
escalar. Denominaremos HU al espacio de Hilbert de los modos U del campo.
Dado que los modos U y V están completamente desacoplados, el espacio de
Hilbert del campo es Hφ = HU ⊗ HV , donde el espacio de Hilbert HV para los
modos V es completamente análogo a HU . El procedimiento de cuantización pasa
por convertir al campo φU en un operador φ̂U sobreHU . Por tanto, los coeficientes
de la expansión (1.9) pasan también a ser operadores âUω , (â

U
ω )
†. El operador campo

en función de estos operadores se escribe de forma análoga a (1.9):

φ̂U(U) =

∫ ∞

0

dω
[
âUωφ

U
ω (U) + (âUω )

†φUω (U)
∗
]
. (1.10)

No obstante, con el fin de simplificar la notación, en adelante suprimiremos el
acento circunflejo, puesto que siempre resultará claro cuándo un determinado
objeto es un operador. La cuantización canónica es equivalente a la imposición
de las siguientes relaciones de conmutación sobre los operadores aUω , (a

U
ω )
†:

[aUω , a
U
ω′ ] = 0,

[(aUω )
†, (aUω′)

†] = 0, (1.11)

[aUω , (a
U
ω′)

†] = δ(ω − ω′).

Una posible base para HU es la dada por la denominada representación de
Fock. Esta representación se construye a partir un estado de vaćıo |0U〉. Este
estado se define como aquél que es aniquilado por todos los operadores aUω , deno-
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minados operadores de aniquilación,

aUω |0U〉 = 0. (1.12)

El resto de estados de la representación de Fock se construyen usando los
denominados operadores de creación (aUω )

† sobre el estado de vaćıo,

|(n1)ω1 , . . . , (nm)ωm
〉U = (n1! . . . nm!)

− 1
2
[
(aUω1

)†
]n1 · · ·

[
(aUωm

)†
]nm |0U〉 . (1.13)

Estos estados tienen un número de part́ıculas bien definido ni para cada frecuencia
bien definida ωi. Es decir, son autoestados de los operadores número NU

ωi
:=

(aUωi
)†aUωi

, con autovalores ni:

NU
ωi
|(n1)ω1 , . . . , (nm)ωm

〉U = ni |(n1)ω1 , . . . , (nm)ωm
〉U . (1.14)

Cualquier otro estado de HU puede construirse como combinación lineal de esta-
dos de esta base.

1.1.2. Transformaciones de Bogoliubov

Para llevar a cabo la cuantización del campo de Klein-Gordon, hemos conside-
rado una base particular de modos normales, a saber, aquella cuyos modos tienen
frecuencia bien definida con respecto al tiempo t y número de onda bien defini-
do respecto a la coordenada z. Podŕıamos usar una base de modos ortonormales
distinta {φuω(U)}, dados por

φuω(U) :=
1√
4πω

e−iωu(U). (1.15)

La invariancia conforme de la ecuación de Klein-Gordon sin masa en 1+1 dimen-
siones (1.3) hace que la descomposición en nuevos modos normales pueda descri-
birse simplemente mediante la definición de una nueva coordenada nula u = u(U)
(que, como función de U , debe ser continua y monótona creciente), como puede
verse en la definición de los modos (1.15).

Podemos también descomponer el campo en esta nueva base:

φU(U) =

∫ ∞

0

dω [auωφ
u
ω(U) + (auω)

∗φuω(U)
∗] . (1.16)

Por su parte, cada modo de la nueva base puede ser expandido a su vez en la
base anterior {φUω (U)},

φuω(U) =

∫ ∞

0

dω′
[
αω,ω′φ

U
ω′(U) + βω,ω′φ

U
ω′(U)

∗
]
, (1.17)

donde αω,ω′ , βω,ω′ se denominan coeficientes de Bogoliubov. La transformación
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lineal entre las dos bases de modos ortonormales dada por (1.17) se denomina
transformación de Bogoliubov. Los coeficientes pueden expresarse como productos
escalares de los modos anteriores y los nuevos:

αω,ω′ = 〈φuω, φUω′〉, βω,ω′ = −〈φuω, (φUω′)∗〉. (1.18)

Dada la forma de los modos de la nueva base (1.15), se pueden obtener ex-
presiones cerradas para estos coeficientes. Tras hacer una integración por partes
en la integral del producto escalar (1.7), y descartando un término de frontera
irrelevante, se tiene:

αω,ω′ = −
1

2π

√
ω′

ω

∫ ∞

−∞

dU e−i(ωu(U)−ω′U), (1.19)

βω,ω′ = −
1

2π

√
ω′

ω

∫ ∞

−∞

dU e−i(ωu(U)+ω′U). (1.20)

Haciendo una integración por partes diferente, podemos expresar los coeficientes
también como integrales en la coordenada nula u:

αω,ω′ =
1

2π

√
ω

ω′

∫ ∞

−∞

du e−i(ωu−ω
′U(u)), (1.21)

βω,ω′ =
1

2π

√
ω

ω′

∫ ∞

−∞

du e−i(ωu+ω
′U(u)). (1.22)

En las expresiones se observa que los coeficientes βω,ω′ son aquellos que mezclan
modos de norma positiva y de norma negativa [según las relaciones de ortonor-
malidad (1.8)] en el cambio de base.

Si realizamos la cuantización canónica con los nuevos modos, los coeficientes
de la expansión (1.16) pasan a ser operadores creación y destrucción auω, (a

u
ω)
†

sobre HU . Es fácil ver que la transformación de Bogoliubov (1.17) es equivalente
a la relación entre operadores

auω =

∫ ∞

0

dω′
[
α∗ω,ω′a

U
ω′ − β∗ω,ω′(a

U
ω′)

†
]
. (1.23)

Actuando con estos nuevos operadores de creación y destrucción obtenemos
una nueva cuantización de Fock para HU . Denotaremos con la etiqueta u a los
estados de la representación de Fock obtenida a partir de los nuevos modos. Se
puede comprobar que, en general, el vaćıo de una representación y de otra no son
el mismo. Si calculamos el valor esperado del número de part́ıculas con enerǵıa
bien definida para los modos u, pero en el vaćıo |0U〉 de la representación de Fock
obtenida a partir de los modos U , tenemos que

〈0U |Nu
ω |0U〉 =

∫ ∞

0

dω′ |βω,ω′ |2 . (1.24)
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Es decir, salvo que los coeficientes βω,ω′ sean todos nulos, el estado de vaćıo |0U〉
contiene part́ıculas de los modos u.3 Es fácil comprobar que, en tal caso, esto
también es cierto a la inversa: el estado de vaćıo |0u〉 asociado a los modos u
contiene part́ıculas de los modos U . Por tanto, una teoŕıa cuántica de campos
en general tiene distintos vaćıos, según la base de modos normales que se utilice
para la cuantización. Sin información adicional, no es posible escoger uno de ellos
como vaćıo “preferible” de la teoŕıa. Para seleccionar un estado de vaćıo concreto
necesitamos escoger un concepto de enerǵıa, de tal forma que el vaćıo sea el estado
de mı́nima enerǵıa. Cuando el espacio-tiempo en el que se describe el campo
cuántico no tiene simetŕıas, ni tan siquiera es estático, no existe un concepto
privilegiado de enerǵıa. Sin embargo, en el caso sencillo de Minkowski, el concepto
de enerǵıa privilegiado es aquel que definen los observadores inerciales. El estado
de mı́nima enerǵıa definido por estos observadores es el estado de vaćıo |0U〉,
asociado a los modos normales (1.5), al cual denominaremos vaćıo de Minkowski.

1.1.3. Coordenadas Rindler

El Principio de Covariancia nos indica que las coordenadas carecen por śı mis-
mas de significado f́ısico, y que las únicas cantidades verdaderamente f́ısicas son
aquellas que permanecen invariantes ante difeomorfismos. Esto es cierto también
en el espacio-tiempo de Minkowski: podemos describir este espacio-tiempo utili-
zando unas nuevas coordenadas, en lugar de las coordenadas cartesianas (t, z).
En particular, podemos usar las coordenadas (η, ξ), dadas impĺıcitamente por la
transformación

t =
1

a
eaξ sinh(aη), z =

1

a
eaξ cosh(aη), |t| < z, (1.25)

donde a > 0. Estas coordenadas se denominan coordenadas Rindler. La métrica
en coordenadas Rindler tiene la forma

ds2 = e2aξ(−dη2 + dξ2). (1.26)

Se comprueba claramente que la métrica (1.26) es estática y conforme a Min-
kowski. Debe observarse que las coordenadas (1.25) solo están definidas en una
parte del espacio-tiempo: aquella para la cual |t| < z. Esta región del espacio-
tiempo de Minkowski se denomina cuña derecha de Rindler, y corresponde a la
región denotada por R en la figura 1.1. Esta región por śı misma constituye un
espacio-tiempo estático y globalmente hiperbólico, sobre el que puede construirse
una teoŕıa cuántica de campos para el campo escalar sin masa de Klein-Gordon.

Podemos introducir otras coordenadas (η̃, ξ̃) para cubrir también la región
|t| < −z, denominada cuña izquierda de Rindler, y denotada por L en la figu-

3En realidad, la cantidad calculada en (1.24) corresponde a una densidad de part́ıculas
por intervalo de frecuencia, puesto que estamos tratando con frecuencias en el continuo. Sin
embargo, por abuso de lenguaje hablaremos habitualmente de “numero de part́ıculas”.
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ra 1.1. Estas coordenadas están dadas por

t = −1
a
eaξ̃ sinh(aη̃), z = −1

a
eaξ̃ cosh(aη̃), |t| < −z. (1.27)

Esta región es también un espacio-tiempo estático y globalmente hiperbólico.
Las dos regiones restantes P y F en las que se divide el espacio-tiempo en

la figura 1.1 se denominan universo degenerado de Kasner en contracción y en
expansión, respectivamente [37]. Son también regiones globalmente hiperbólicas,
pero no estáticas.

Figura 1.1: Espacio-tiempo de Minkowski con las cuñas de Rindler R y L, y los universos
degenerados de Kasner P y F.

Aunque la elección de coordenadas para describir un espacio-tiempo sea f́ısica-
mente irrelevante, coordenadas elegidas adecuadamente pueden guardar relación
directa con magnitudes f́ısicas medibles. Por ejemplo, las coordenadas cartesianas
en Minkowski se corresponden con los tiempos propios y las distancias propias
medidas en un sistema de referencia inercial concreto. En el caso de las coor-
denadas Rindler, su significado f́ısico está en relación con los observadores con
aceleración constante. Las trayectorias de aceleración constante en Minkowski son
las curvas integrales de los campos vectoriales de Killing dados por los boosts,
es decir, las transformaciones que llevan de un sistema de referencia inercial a
otro con velocidad relativa respecto a este. En coordenadas Rindler, estas tra-
yectorias están descritas sencillamente por ξ = ξ0 = const, siendo la aceleración
propia de la trayectoria ae−aξ0 (la situación es análoga para las coordenadas en la
cuña izquierda). Por tanto, los observadores con aceleración constante descritos
en coordenadas Rindler son observadores estáticos. El hecho de que sus trayecto-
rias son curvas integrales de campos de Killing es lo que lleva a que ambas cuñas
de Rindler sean espacio-tiempos estáticos. El tiempo propio en cada trayectoria
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acelerada está relacionado con la coordenada η mediante τ = eaξ0η (eligiendo
arbitrariamente el origen τ = 0). En particular, un observador con aceleración
constante a se describe en coordenadas Rindler simplemente como (ξ = 0, η = τ).

Para los observadores acelerados con aceleración constante hacia la derecha,
es decir, estáticos (en coordenadas Rindler) en la cuña derecha de Rindler, la
geodésica nula t = z hace las veces de horizonte de sucesos futuro (pero solo
para estos observadores): cualquier evento en la zona del espacio-tiempo dada
por z < t no puede afectar causalmente a ninguno de estos observadores. A su
vez, la geodésica t = −z hace las veces de horizonte de sucesos pasado para estos
observadores. Estos roles se invierten en el caso de la cuña izquierda. Se concluye
por tanto que ambas cuñas están desconectadas causalmente.

1.1.4. Modos Rindler y modos Unruh

Debido a la invariancia conforme de la teoŕıa de Klein-Gordon sin masa en 1+1
dimensiones, la ecuación de movimiento para el campo en coordenadas Rindler
es formalmente idéntica a la ecuación escrita en coordenadas Minkowski (1.1).
Considerando el campo definido en la cuña derecha, la ecuación se escribe:

− ∂2φ

∂η2
+
∂2φ

∂ξ2
= 0. (1.28)

Por tanto, la teoŕıa cuántica de campos desarrollada en la sección 1.1.1 en
coordenadas Minkowski (t, z) puede desarrollarse de igual forma en coordenadas
Rindler para la cuña derecha. En particular, podemos introducir las coordenadas
nulas de Rindler u := η − ξ y v := η + ξ, relacionadas con las coordenadas nulas
de Minkowski (U, V ) definidas en (1.2) mediante

u = −1
a
log(−aU), v =

1

a
log(aV ), U < 0 < V. (1.29)

Igualmente, podemos separar la solución general de la ecuación (1.28), que en
coordenadas nulas se escribe ∂u∂vφ = 0, en dos términos, dependientes solamente
de u y de v, respectivamente. Cada uno de esos términos podemos descomponerlo
en los modos normales

φuω(u) :=
1√
4πω

e−iωu, (1.30)

φvω(v) :=
1√
4πω

e−iωv. (1.31)

Podemos hacer una construcción idéntica para la cuña izquierda. Introduci-
mos las coordenadas nulas de Rindler para esta cuña ũ := η̃ − ξ̃ y ṽ := η̃ + ξ̃,
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relacionadas con las coordenadas (U, V ) por4

ũ :=
1

a
log(aU), ṽ := −1

a
log(−aV ), V < 0 < U. (1.32)

A continuación, hacemos la misma descomposición en modos ũ y ṽ. El conjunto
de modos u, v, ũ y ṽ se denominan modos Rindler, y forman un conjunto completo
de modos ortonormales. Por tanto, podemos expandir el campo en estos modos.
Una vez más, nos centraremos únicamente en los modos viajando hacia la derecha
(modos u y ũ), siendo la teoŕıa análoga para los modos viajando hacia la izquierda:

φU(U) =

∫ ∞

0

dω {Θ(−U) [auωφuω(u(U)) + (auω)
∗φuω(u(U))

∗]

+Θ(U)
[
aũωφ

ũ
ω(ũ(U)) + (aũω)

∗φũω(ũ(U))
∗
]}
, (1.33)

donde Θ(U) es la función de Heaviside.

Utilizando las expresiones de los coeficientes de Bogoliubov (1.21, 1.22) y de
las relaciones entre coordenadas (1.29, 1.32), podemos calcular los coeficientes de
Bogoliubov entre los modos Minkowski y los modos Rindler. Por conveniencia pa-
ra caṕıtulos posteriores, haremos expĺıcitamente el cálculo de los coeficientes βuω,ω′
(correspondientes a los modos Rindler de la cuña derecha), siendo similar el cálcu-
lo para el resto de coeficientes. Sustituyendo la relación U(u) obtenida de (1.29)
en la expresión de βuω,ω′ en (1.22), tenemos que

βuω,ω′ =
1

2π

√
ω

ω′

∫ ∞

−∞

du exp
[
−iωu+ i(ω′/a)e−au

]
(1.34)

Si en esta integral hacemos el cambio de variable z = −i(ω′/a) exp(−au), tenemos
finalmente

βuω,ω′ =
1

2πa

√
ω

ω′

(
− iω

′

a

)−iω
a

∫ ∞

0

dz ziω/a−1e−z

=
e−

πω

2a

2πa

√
ω

ω′

(
ω′

a

)−iω
a

Γ(iω/a). (1.35)

El resto de coeficientes se obtienen de forma similar, resultando

αuω,ω′ = −
e

πω

2a

2πa

√
ω

ω′

(
ω′

a

)−iω
a

Γ(iω/a), (1.36)

βuω,ω′ =
e−

πω

2a

2πa

√
ω

ω′

(
ω′

a

)−iω
a

Γ(iω/a), (1.37)

4Debe notarse que, aunque el conjunto de cartas {(η, ξ), (η̃, ξ̃)} cubre solo las cuñas de
Rindler R y L, el conjunto de cartas {(u, v), (ũ, ṽ), (u, ṽ), (ũ, v)} cubre de nuevo todo el espacio-
tiempo de Minkowski (regiones R, L, P y F, respectivamente).
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αũω,ω′ = −
e

πω

2a

2πa

√
ω

ω′

(
ω′

a

)iω
a

Γ(−iω/a), (1.38)

βũω,ω′ =
e−

πω

2a

2πa

√
ω

ω′

(
ω′

a

)iω
a

Γ(−iω/a). (1.39)

Dado que los coeficientes βuω,ω′ y β
ũ
ω,ω′ no son nulos, el vaćıo de la base de Fock

obtenida de los modos Rindler no es el mismo que el vaćıo de Minkowski |0U〉. El
vaćıo definido por los operadores de aniquilación asociados a estos modos [definido
de forma análoga al vaćıo de Minkowski en (1.12)] se denomina vaćıo de Rindler,
y las excitaciones de tipo part́ıcula sobre este estado se denominan part́ıculas
Rindler [definidas de forma análoga a las part́ıculas Minkowski en (1.13)].

Los coeficientes de Bogoliubov (1.36-1.39) satisfacen las siguientes relaciones:

βũω,ω′ = −e−πω/a(αuω,ω′)∗, βuω,ω′ = −e−πω/a(αũω,ω′)∗. (1.40)

Estas relaciones nos llevan a introducir unos nuevos modos, de especial utilidad
para el cálculo en la siguiente sección: los modos Unruh. Podemos definir estos
modos directamente a través de una transformación de Bogoliubov desde los
modos Rindler:

φI
ω(U) := Θ(−U)φuω(u(U)) + e−

πω

a Θ(U)[φũω(ũ(U))]
∗,

φII
ω (U) := Θ(U)φũω(ũ(U)) + e−

πω

a Θ(−U)[φuω(u(U))]∗. (1.41)

A diferencia de los modos Rindler, los modos Unruh son anaĺıticos en todo el
espacio-tiempo de Minkowski. En términos de los operadores creación y destruc-
ción, la transformación se escribe:

aIω = auω − e−
πω

a (aũω)
†, aIIω = aũω − e−

πω

a (auω)
†. (1.42)

La principal ventaja de estos modos es que la transformación de modos Rindler
a modos Unruh es diagonal. Además, los modos Unruh se componen únicamente
de frecuencias positivas de modos Minkowski, como puede demostrarse a partir
de las relaciones (1.40, 1.42). En efecto, si tenemos en cuenta la relación entre
operadores (1.23), se tiene que

aIω =

∫ ∞

0

dω′[(αuω,ω′)
∗aUω′ − (βuω,ω′)

∗(aUω′)
† − e−

πω

a αũω,ω′(a
U
ω′)

† + e−
πω

a βũω,ω′a
U
ω′ ]

=− 2 sinh
(πω
a

)∫ ∞

0

dω′βũω,ω′a
U
ω′ , (1.43)

aIIω =

∫ ∞

0

dω′[(αũω,ω′)
∗aUω′ − (βũω,ω′)

∗(aUω′)
† − e−

πω

a αuω,ω′(a
U
ω′)

† + e−
πω

a βuω,ω′a
U
ω′ ]

=− 2 sinh
(πω
a

)∫ ∞

0

dω′βuω,ω′a
U
ω′ . (1.44)
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Por tanto, el vaćıo definido por estos modos es el vaćıo de Minkowski |0U〉. Es
decir, los operadores aIω y a

II
ω aniquilan el vaćıo de Minkowski:

aIω |0U〉 = aIIω |0U〉 = 0. (1.45)

1.1.5. El efecto Unruh

El efecto Unruh, postulado por W. G. Unruh en 1976 [7], se refiere al hecho
de que los observadores con aceleración constante describen el estado de vaćıo
de Minkowski de un campo cuántico como un estado térmico con temperatura
proporcional a su aceleración propia, dada por

TU :=
a

2πkB
, (1.46)

donde a > 0 es la aceleración propia de los observadores. Esta temperatura se
denomina temperatura de Unruh.

Hay fundamentalmente dos enfoques complementarios del efecto Unruh: el que
se refiere a la descripción del vaćıo de Minkowski por observadores acelerados, y el
que se refiere a la probabilidad de excitación de detectores cuánticos de part́ıculas
en trayectorias con aceleración. En la sección 2.1.4, nos dedicaremos al segundo
enfoque, en tanto que ahora pasaremos a describir el primer enfoque.5

Como vimos anteriormente, las coordenadas Rindler están ligadas a los ob-
servadores con aceleración constante: el tiempo propio de estos observadores es
proporcional a la coordenada η (η̃ en la cuña izquierda). Por tanto, la base natural
del espacio de Fock para estos observadores será aquélla construida mediante los
modos Rindler, ya que son estos los modos de frecuencia positiva respecto a la
coordenada temporal η. Es decir, estos observadores describen de forma natural
el estado del campo cuántico en términos del vaćıo de Rindler y de part́ıculas
Rindler.

Como un primer cálculo inmediato, a partir de los coeficientes de Bogoliu-
bov (1.37) y (1.39) es fácil obtener el valor esperado del número de part́ıculas
Rindler (tanto en una cuña como en otra) en el vaćıo de Minkowski. En el caso
de la cuña derecha, tenemos

〈0U | (auω)†auω′ |0U〉 =
∫ ∞

0

dω′′βuω,ω′′(β
u
ω′,ω′′)

∗

=
e−

π(ω+ω
′)

2a

4π2a2

√
ωω′ Γ(iω/a)Γ(−iω′/a)

∫ ∞

0

dω′′

ω′′

(
ω′′

a

)−iω−ω
′

a

=
1

e
2πω

a − 1
δ(ω − ω′), (1.47)

5En la sección 2.3 veremos que, al menos en un escenario concreto (en el cual trabajamos
en esta tesis), ambos enfoques son equivalentes.
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donde se ha utilizado la propiedad de la función Gamma

|Γ(ix)|2 = π

x sinh(πx)
. (1.48)

El resultado en la cuña izquierda es idéntico. Debe notarse que, en realidad, no
hemos calculado directamente el valor esperado del número de part́ıculas con fre-
cuencia ω, sino el valor esperado del operador (auω)

†auω′ . De hecho, del resultado
obtenido se deduce que el valor esperado del número de part́ıculas, obtenido al
tomar ω = ω′, es divergente. Esto tiene una explicación f́ısica: los modos Rindler
están asociados a observadores con aceleración constante durante toda su tra-
yectoria. Son, por tanto, observadores irreales desde un punto de vista f́ısico,
desde el momento en que necesitan una cantidad infinita de enerǵıa para seguir
su trayectoria completa. De esa enerǵıa infinita procede, en última instancia, el
hecho de que el promedio de part́ıculas descrito por observadores con aceleración
constante “eterna” sea divergente. Otra forma alternativa de entender esta di-
vergencia es como un efecto de volumen infinito: en (1.47) se está calculando el
total de part́ıculas Rindler en toda la cuña derecha. No obstante, si prescindimos
de la divergencia, reflejada en el factor δ(ω − ω′), vemos claramente que el valor
esperado del número de part́ıculas Rindler en el vaćıo de Minkowski sigue una
distribución de Planck con temperatura igual a la temperatura de Unruh (1.46).

Sin embargo, este resultado, aunque necesario, no es suficiente para concluir
que el vaćıo de Minkowski es un estado térmico cuando es descrito por observa-
dores con aceleración constante: hay infinitos estados, puros y mezcla, que dan
lugar al mismo valor esperado (1.47). Para entender cómo describen el vaćıo de
Minkowski |0U〉 los observadores acelerados, tenemos que escribir dicho estado en
la base de Fock dada por los modos Rindler.

Haciendo uso de las transformaciones de Bogoliubov entre operadores creación
y destrucción de dos bases de modos, es posible encontrar igualmente la matriz de
transformación entre las bases del espacio de Fock obtenidas de cada base de mo-
dos. En particular, a partir de los coeficientes de Bogoliubov (1.36-1.39) se podŕıa
obtener directamente la expresión del vaćıo de Minkowski en la base dada por los
modos Rindler. Sin embargo, es mucho más sencillo hacer uso de las expresiones
obtenidas a partir de la definición de los modos Unruh (1.42) y (1.45), introdu-
cidos precisamente a este efecto. Por otra parte, resultará necesario trabajar con
paquetes de ondas, en lugar de los modos con enerǵıa bien definida que hemos
utilizado hasta ahora. De forma genérica, eligiendo una resolución en frecuencias
arbitraria ∆ω > 0, considérese el conjunto de paquetes de ondas etiquetados por
el par de números enteros (n ≥ 0, n̄), y definidos por

φn,n̄(ū) :=
1√
∆ω

∫ (n+1)∆ω

n∆ω

dω ei(2πn̄/∆ω)ωφω(ū), (1.49)

siendo ū una coordenada nula arbitraria, y φω(ū) modos con enerǵıa ω bien defi-
nida con respecto a dicha coordenada nula. Estos paquetes están centrados en la
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frecuencia (n+ 1/2)∆ω, con anchura ∆ω; y en el valor 2πn̄/∆ω de la coordena-
da nula ū, con dispersión 1/(2∆ω). Mediante esta expresión, podemos construir
paquetes de ondas de los modos Minkowski (1.5), de los modos Rindler (1.30) (y
de los correspondientes a la cuña izquierda), o de los modos Unruh (1.41); según
qué modos con enerǵıa bien definida φω(ū) se utilicen en (1.49). En el caso de los
modos Minkowski y Rindler, el hecho de que los modos con enerǵıa bien definida
formen una base ortonormal garantiza que el conjunto de paquetes de ondas para
un ∆ω dado también forma una base ortonormal. Podemos, por tanto, construir
bases del espacio de Fock de estados con part́ıculas correspondientes a paquetes
de ondas Minkowski o Rindler.

Es fácil ver que, si consideramos ∆ω ≪ a, las propiedades de los operado-
res destrucción de los modos Unruh (1.42) y (1.45) tienen todas su análoga (las
primeras, de forma aproximada) para los operadores creación y destrucción aso-
ciados a los paquetes de ondas. Utilizando una notación que es una extensión
inmediata de la empleada hasta ahora, tenemos que

aIn,n̄ ≈ aun,n̄ − e−
πn∆ω

a (aũn,n̄)
†, aIIn,n̄ ≈ aũn,n̄ − e−

πn∆ω

a (aun,n̄)
†, (1.50)

aIn,n̄ |0U〉 = aIIn,n̄ |0U〉 = 0. (1.51)

De estas ecuaciones (consideradas en adelante como igualdades estrictas) es in-
mediato deducir [37] que

[(aun,n̄)
†aun,n̄ − (aũn,n̄)

†aũn,n̄] |0U〉 = 0, (1.52)

de lo cual se concluye que existen el mismo número de part́ıculas correspondientes
a paquetes de ondas Rindler en una cuña que en otra. Esto limita la expresión del
vaćıo de Minkowski escrito en la base de paquetes de ondas Rindler a la forma
genérica

|0U〉 =
∏

n,n̄

(
∞∑

k=0

Kn,m |mn,n̄〉u ⊗ |mn,n̄〉ũ

)
. (1.53)

donde los Kn,m son coeficientes por determinar (dada la invariancia bajo trasla-
ción en la coordenada nula, estos no pueden depender de la etiqueta n̄). Utilizan-
do de nuevo cualquiera de las ecuaciones (1.50) se puede deducir fácilmente una
relación de recurrencia para estos coeficientes, dada por

Kn,m+1 = e−
πn∆ω

a Kn,m. (1.54)

De esta forma, salvo un factor de proporcionalidad global, tenemos

|0U〉 ∝
∏

n,n̄

(
∞∑

m=0

e−
πmn∆ω

a |mn,n̄〉u ⊗ |mn,n̄〉ũ

)
. (1.55)

El estado (1.55) es no normalizable en la base del espacio de Fock construida a
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partir de los paquetes de ondas Rindler. Esto se debe a que, estrictamente ha-
blando, la cuantización en modos Minkowski y la cuantización en modos Rindler
no son equivalentes. El origen f́ısico de este problema es el mismo que el de la
divergencia que encontramos en el valor esperado (1.47), a saber, el carácter no
f́ısico de los observadores Rindler, acelerados por un tiempo infinito. De hecho,
es fácil ver que la divergencia en la norma aparece al sumar sobre el ı́ndice n̄,
es decir, al sumar sobre ese tiempo infinito. Si cancelamos esta divergencia di-
vidiendo la cantidad por un tiempo total T al que se limite la suma, tomando
a continuación el ĺımite T → ∞, y calculamos el valor esperado del número de
part́ıculas Rindler para un paquete de ondas concreto, obtenemos

〈0U | (aun,n̄)†aun,n̄ |0U〉 = 〈0U | (aũn,n̄)†aũn,n̄ |0U〉 ∝
1

e
2πn∆ω

a − 1
, (1.56)

es decir, un espectro térmico con la temperatura de Unruh (1.46).

Finalmente, debemos tener en cuenta que los observadores cuya trayectoria
completa se encuentra dentro de la cuña derecha están causalmente desconec-
tados de la cuña izquierda. Por tanto, en su descripción del estado de campo,
trazarán los modos Rindler definidos en la cuña izquierda, “invisibles” para ellos,
obteniendo una matriz densidad como estado del campo. De esta forma, trazando
los modos en la cuña izquierda (equivalentemente los de la derecha),

ρ ∝
∏

n,n̄

(
∞∑

m=0

e−2πmn∆ω/a |mn,n̄〉u 〈mn,n̄|u

)
. (1.57)

Esta es la matriz densidad de un estado térmico con temperatura dada por la
temperatura de Unruh (1.46), con lo que queda formalmente descrito el efecto
Unruh.

Conviene notar que, de los observadores estáticos en coordenadas Rindler, so-
lo aquel situado en ξ = 0 lleva aceleración a. Por tanto, solo para este observador
la temperatura del baño térmico está relacionada con su aceleración propia me-
diante (1.46). Sin embargo, se debe tener en cuenta que la geometŕıa de la cuña
de Rindler no es trivial. La temperatura percibida por cada observador debe ir
además multiplicada por el factor de Tolman (gηη)

−1/2, donde gηη es la corres-
pondiente componente de la métrica de Rindler (1.26), ya que su tiempo propio
es, en general, solo proporcional a η. Para la métrica (1.26), este factor es e−aξ.
Teniendo en cuenta que la aceleración propia de cada observador es precisamen-
te ae−aξ, esto hace que la temperatura percibida venga dada por la temperatura de
Unruh (1.46), donde a se reemplaza por la aceleración propia de cada observador.

Por último, es importante enfatizar la diferencia entre los términos planckiano
y térmico. El primero es aplicable a los espectros obtenidos de valores espera-
dos (1.47) y (1.56), en tanto que el segundo lo es a la matriz densidad (1.57).
Aunque, como decimos, el efecto Unruh se refiere estrictamente hablando a este
último resultado (que implica los anteriores), en los sucesivos caṕıtulos haremos
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uso de resultados que involucran únicamente el cálculo del valor esperado del
número de part́ıculas, como (1.47) y (1.56), por lo que en esta tesis el término
correcto a usar es planckiano. No obstante, por abuso del lenguaje se hará uso
también del la denominación espectro térmico con el mismo significado, sin que
ello pueda dar lugar a confusión, pues siempre nos referiremos al mismo concepto:
un espectro planckiano.

1.2. Teoŕıa Cuántica de Campos en agujeros ne-

gros

En la anterior sección hemos descrito una teoŕıa cuántica de campos en el
espacio-tiempo de Minkowski desde distintos sistemas de referencia, centrándo-
nos en particular en sistemas de referencia con aceleración constante. En este
caṕıtulo describiremos la teoŕıa cuántica de campos en espacio-tiempos curvos,
centrándonos en dos casos en particular: el espacio-tiempo estático de Schwarzs-
child, que describe un agujero negro de Schwarzschild eterno; y un espacio-tiempo
dinámico que describe un proceso de colapso, cuyo resultado final es un agujero
negro de Schwarzschild. Aunque estos serán los escenarios en los que trabajaremos
a lo largo de la tesis (además de Minkowski), los resultados que encontraremos
son cualitativamente válidos para cualquier configuración de agujero negro con
simetŕıa esférica.

El resultado más importante de la teoŕıa cuántica de campos en sistemas de
referencia no inerciales es el efecto Unruh. Veremos que, en la teoŕıa cuántica de
campos en agujeros negros el resultado central, estrechamente relacionado con el
efecto Unruh, será la radiación de Hawking [3, 4].

1.2.1. Agujero negro de Schwarzschild

La primera solución exacta de las ecuaciones de Einstein fue la denominada
solución de Schwarzschild, obtenida por Karl Schwarzschild en 1916, poco después
de la publicación de las ecuaciones de Einstein en noviembre de 1915. Se trata de
la solución de las ecuaciones de Einstein en el exterior de un cuerpo esféricamente
simétrico. Por tanto, describe con un excelente grado de aproximación el campo
gravitatorio en el exterior de numerosos objetos astrof́ısicos.

La métrica de Schwarzschild en 3 + 1 dimensiones en el exterior de un objeto
de masa M se escribe

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2 + r2dΩ2

2, (1.58)

donde r es la denominada coordenada radial, t la coordenada temporal de Sch-
warzschild, y dΩ2

2 el elemento de ĺınea de la 2-esfera. F́ısicamente, la coordenada
radial es igual a la longitud de una circunferencia máxima de la superficie dada
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por r = const, dividida por 2π. Coincide con la distancia propia radial para un
observador en la denominada región asintótica r → ∞. La coordenada temporal
de Schwarzschild se corresponde con el tiempo propio de un observador estático
en la región asintótica.

Como se ve expĺıcitamente, la métrica (1.58) es estática. El teorema de Birkhoff
demuestra además que se trata de la única solución esféricamente simétrica de
las ecuaciones de Einstein en vaćıo [38].6

La solución de Schwarzschild (1.58) deja de ser válida en el interior del objeto
material. En el caso en el que la región exterior abarca hasta r = 2M , nos
encontramos ante un agujero negro de Schwarzschild, el cual es fruto del colapso
gravitatorio esféricamente simétrico de un objeto suficientemente masivo. Este
se produce cuando la presión que pueden ejercer distintos procesos f́ısicos en el
interior del objeto no es suficiente para contrarrestar la atracción gravitatoria. El
agujero negro de Schwarzschild es el caso más sencillo de agujero negro. No posee
momento angular ni carga, quedando caracterizado únicamente por su masa M .
Escrita en las coordenadas (t, r), la métrica (1.58) presenta una singularidad
en r = 2M . Sin embargo, no se trata de una singularidad f́ısica, sino de una
singularidad coordenada, fruto de la elección de unas coordenadas concretas. La
superficie r = 2M está generada por geodésicas nulas, y se corresponde con el
horizonte de sucesos del agujero negro. El horizonte de sucesos separa la región del
espacio-tiempo correspondiente al agujero negro (r < 2M) de la región exterior a
este (r > 2M). Cualquier evento en el interior del agujero negro no puede afectar
causalmente al exterior. Finalmente, en r = 0 se encuentra una singularidad. En
la figura 1.2 se muestra el sector radial de esta geometŕıa.

Debido a la simetŕıa esférica de la métrica de Schwarzschild en 3 + 1 dimen-
siones, podemos centrarnos en el sector radial de la misma, y considerar una
métrica efectiva en 1 + 1 dimensiones. Esto supondrá aceptar algunas aproxima-
ciones en la teoŕıa cuántica de campos para este espacio-tiempo, que indicaremos
más adelante. La métrica de Schwarzschild (1.58) reducida a 1 + 1 dimensiones
se escribe

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1
dr2. (1.59)

Esta métrica puede escribirse en unas coordenadas que la hagan conforme a
Minkowski. Para ello, basta definir la denominada coordenada “tortuga” como

r∗ := r + 2M ln
( r

2M
− 1
)
. (1.60)

Esta nueva coordenada cubre únicamente la región exterior al agujero negro. En

6El objeto que genera el campo gravitatorio no necesariamente tiene que ser estático, ni tan
siquiera estacionario. Basta con que sea esféricamente simétrico. Esto incluye por tanto a un
objeto en proceso de colapso, siempre que dicho colapso tenga simetŕıa esférica.
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Figura 1.2: Sector radial de la geometŕıa de Schwarzschild. La región exterior al agujero
negro está denotada por E, y la región interior por N. Están separadas por el horizonte de
sucesos r = 2M . Se observa la singularidad en r = 0 (la zona sombreada no es parte del
espacio-tiempo). La región B corresponde a un agujero blanco, y la región E’ a una región
exterior de la geometŕıa de Schwarzschild paralela. E y E’ están totalmente incomunicadas
entre śı.

coordenadas (t, r∗), el sector radial de la métrica de Schwarzschild se escribe

ds2 =

(
1− 2M

r(r∗)

)[
−dt2 + (dr∗)2

]
, (1.61)

donde r(r∗) es la función impĺıcita dada por la definición de r∗ (1.60). La métri-
ca (1.61) es claramente conforme a Minkowski.

1.2.2. Teoŕıa cuántica de campos en el espacio-tiempo de

Schwarzschild

Nos disponemos ahora a construir una teoŕıa cuántica para el campo real de
Klein-Gordon sin masa sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como ya hemos
indicado, nos centraremos en el sector radial de dicho espacio-tiempo, por lo que
solo estudiaremos modos con simetŕıa esférica (ondas s). Es decir, el campo, que
denotaremos ψ, dependerá únicamente de las coordenadas (t, r) (ψ = ψ(t, r)). En
una situación general, esto constituye solo una aproximación al comportamiento
real del campo. Sin embargo, en los casos que consideraremos en este trabajo,
la única fuente de excitaciones para el campo será la propia geometŕıa, y esta
siempre tendrá simetŕıa esférica. Por tanto, las únicas excitaciones presentes en
el campo serán ondas s.

En el espacio-tiempo de Schwarzschild en 3+1 dimensiones dado por la métri-
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ca (1.58), la ecuación de ondas �ψ = 0 se escribe:

− ∂2ψ

∂t2
+

∂2ψ

∂(r∗)2
+

2

r(r∗)

(
1− 2M

r(r∗)

)
∂ψ

∂(r∗)
= 0, (1.62)

donde se ha empleado de nuevo la definición (1.60) de la coordenada r∗ de forma
impĺıcita. Vemos por tanto que la teoŕıa en 3 + 1 dimensiones no es invariante
conforme, y por ello la ecuación (1.62) no es análoga a la ecuación de ondas en
Minkowski (1.1). Esta ecuación se comprende mejor si sustituimos ψ = r−1φ,
quedando

− ∂2φ

∂t2
+

∂2φ

∂(r∗)2
− 2M

r(r∗)3

(
1− 2M

r(r∗)

)
φ = 0. (1.63)

Por tanto, con respecto a la teoŕıa libre en 1 + 1 dimensiones en Minkowski
dada por (1.1), esta ecuación presenta además un potencial efectivo V (r∗) :=
(2M/r3)(1− 2M/r). Si tomamos la aproximación de suprimir el término corres-
pondiente al potencial, obtenemos la ecuación:

− ∂2φ

∂t2
+

∂2φ

∂(r∗)2
= 0. (1.64)

En adelante consideraremos la teoŕıa invariante conforme dada por la ecua-
ción (1.64) en la métrica de Schwarzschild reducida a 1 + 1 dimensiones (1.61).
Por tanto, con respecto a la descripción del campo en un agujero negro real en
3 + 1 dimensiones dada por la ecuación (1.63), únicamente hemos despreciado el
término de potencial efectivo indicado anteriormente. La consecuencia f́ısica de
la presencia de este término es el denominado backscattering de los modos en la
métrica. El potencial impide separar completamente los sectores de modos salien-
tes y entrantes, puesto que parte de los modos salientes “rebotan” en la métrica
curva y se vuelven entrantes, y viceversa. Además, este efecto no es independien-
te de la frecuencia, lo que provoca una distorsión del espectro real de emisión
de un agujero negro con respecto al espectro que nosotros encontraremos, que
será exactamente el de un cuerpo negro. Los factores que determinan esta distor-
sión se denominan factores de cuerpo gris. Puede comprobarse que la influencia
de estos factores es pequeña, y por tanto la teoŕıa reducida a 1 + 1 dimensiones
invariante conforme constituye una buena aproximación [39, 40, 41].

En la ecuación de ondas (1.64), análogamente a las coordenadas nulas de
Minkowski introducimos las coordenadas nulas de Eddington-Finkelstein ū :=
t− r∗ y v̄ := t+ r∗, de tal manera que la ecuación queda

∂

∂ū

∂

∂v̄
φ = 0, (1.65)

y podemos separar la solución general en la parte dependiente de ū (modos sa-
lientes del agujero negro) y la parte dependiente de v̄ (modos entrantes al agujero
negro). Cada parte, respectivamente, podemos descomponerla en los modos nor-
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males

φūω(ū) :=
1√
4πω

e−iωū, (1.66)

φv̄ω(v̄) :=
1√
4πω

e−iωv̄, (1.67)

denominados modos Boulware. Una vez hecha la cuantización, de forma análoga
a (1.10) en Minkowski, tenemos la expansión de cada parte siguiente:

φū(ū) =

∫ ∞

0

dω
[
aūωφ

ū
ω(ū) + (aūω)

†φūω(ū)
∗
]
, (1.68)

φv̄(v̄) =

∫ ∞

0

dω
[
av̄ωφ

v̄
ω(v̄) + (av̄ω)

†φv̄ω(v̄)
∗
]
. (1.69)

Podemos también construir una base de Fock para el espacio de Hilbert del
campo cuántico utilizando los operadores creación y destrucción asociados a es-
tos modos. En particular, tendremos un estado de vaćıo |0ū〉 ⊗ |0v̄〉, asociado
a los modos ū y v̄, denominado vaćıo de Boulware [42]. Si recordamos que las
coordenadas t y r coinciden con el tiempo propio y la distancia radial propia
para los observadores estáticos en la región asintótica r →∞, y que en esa zona
dr∗ → dr, concluimos que los modos (1.66, 1.67) son los modos naturales para
los observadores inerciales en la región asintótica. Por tanto, el vaćıo de Boulware
es el vaćıo asociado a estos observadores, los cuales detectan de forma natural
part́ıculas asociadas a los modos Boulware.

Restringiremos en adelante nuestro análisis (salvo en algunas ocasiones) a los
modos ū, ya que estamos interesados únicamente en la radiación saliente del agu-
jero negro. Como suced́ıa en Minkowski, podemos usar una base de modos orto-
normales distinta {φUω (ū)} para descomponer el campo. Esta base queda descrita
uńıvocamente con la elección de una nueva coordenada nula radial U = U(ū):

φUω (ū) :=
1√
4πω

e−iωU(ū). (1.70)

Análogamente a los coeficientes de Bogoliubov (1.21, 1.22), los coeficientes
de Bogoliubov de la transformación de los modos Boulware (1.66) a los nuevos
modos (1.70) se escriben

αω,ω′ = −
1

2π

√
ω′

ω

∫ ∞

−∞

dū e−i(ωU(ū)−ω′ū), (1.71)

βω,ω′ = −
1

2π

√
ω′

ω

∫ ∞

−∞

dū e−i(ωU(ū)+ω′ū). (1.72)
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1.2.3. Colapso gravitacional y radiación de Hawking

Tal y como las hemos descrito hasta ahora, las transformaciones de Bogoliubov
son solo cambios entre dos descripciones de un campo cuántico igualmente válidas.
Es decir, solo nos indican cómo “traducir” la descripción del estado del campo
entre una base de modos y otra. En particular, hemos comprobado que el estado de
vaćıo construido con un conjunto de modos normales puede ser descrito como un
estado con part́ıculas en la base del espacio de Fock construida con otro conjunto
de modos normales. Sin embargo, para tener fenómenos f́ısicos de creación o
detección de part́ıculas, se necesita un proceso dinámico que involucre enerǵıa.
Por ejemplo, en la sección 2.1.4 veremos cómo detectores cuánticos de part́ıculas
acelerados en el vaćıo de Minkowski detectan un baño término de part́ıculas del
campo, lo cual da un sentido f́ısico a la descripción del efecto Unruh dada en
la sección 1.1.5. La enerǵıa involucrada en este caso es la que se necesita para
acelerar cualquier detector f́ısico.

En el caso del espacio-tiempo de Schwarzschild, el proceso dinámico que da
lugar a la emisión de part́ıculas que denominaremos radiación de Hawking es el
colapso gravitatorio. Por tanto, para comprender la radiación de agujeros negros
hay que estudiar su proceso de colapso. Como ya se ha dicho, los agujeros negros
son fruto del colapso gravitatorio de un objeto astronómico suficientemente masi-
vo. En la figura 1.3 se representa el diagrama de Penrose de un proceso de colapso.
La métrica de Schwarzschild es una descripción correcta del campo gravitatorio
en el exterior del objeto esféricamente simétrico que colapsa; región que, para
tiempos suficientemente largos tras el comienzo del colapso, cuando el objeto ya
es efectivamente un agujero negro, abarca hasta el horizonte de sucesos.

Por simplificar la descripción, se considera que en el pasado asintótico el ob-
jeto en colapso ocupa un volumen arbitrariamente grande. Por tanto, en la zona
exterior al objeto la métrica de Schwarzschild (1.61) se aproxima a la de Min-
kowski. En tanto no exista otra fuente externa de radiación, el estado en el que se
encuentra el campo de radiación será el estado de vaćıo asociado a los observado-
res inerciales en el exterior del objeto en el pasado asintótico y en la zona r →∞.
Es decir, definiendo las coordenadas nulas U := t − r y V := t + r el estado del
campo es el vaćıo asociado a los modos

φUω (U) :=
1√
4πω

e−iωU , (1.73)

φVω (V ) :=
1√
4πω

e−iωV , (1.74)

definidos en el pasado asintótico. Este vaćıo lo denotaremos |0in〉. Trabajaremos en
la imagen de Heisenberg, por lo que este será el estado del campo en todo momen-
to, mientras que los operadores creación y destrucción asociados a los distintos
observadores serán los que evolucionen. Conviene destacar que el vaćıo |0in〉 es el
asociado a los modos que adquieren la forma (1.73, 1.74) en el pasado asintótico.
En el futuro asintótico, cuando el proceso de colapso ya ha formado un agujero
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Figura 1.3: Diagrama de Penrose de un proceso de colapso y formación de un agujero negro.
La materia que colapsa corresponde a la zona sombreada. Se observa cómo se forma el horizonte
de sucesos en r = 2M y la singularidad en r = 0. I− e I+ corresponden al infinito pasado nulo

y al infinito futuro nulo, respectivamente, en tanto que I0 corresponde al infinito espacial. La
geodésica nula V = VH se corresponde con la última que entra al agujero negro sin salir (por
formarse el horizonte de sucesos).

negro y todo el espacio es indistinguible de Schwarzschild, los modos naturales
para los observadores inerciales en r →∞ son los modos que se comportan como
(1.66, 1.67), y que definen el vaćıo que denominaremos |0out〉. Para comparar los
modos en una y otra región, es necesario propagarlos a través de la geometŕıa
de colapso. Debido a que la geometŕıa de colapso es dinámica, la evolución de
los modos no es trivial, y de hecho veremos que mezcla frecuencias positivas y
negativas entre unos modos y otros. Esto es lo que hace que los vaćıos |0in〉 y |0out〉
no sean el mismo estado.

Veamos entonces cómo se describe el vaćıo |0in〉 utilizando los modos (1.66,
1.67) en el futuro asintótico. En particular, nos interesa saber el contenido de
part́ıculas correspondientes a modos salientes (1.66), es decir, a la radiación emi-
tida. Para ello, tenemos que propagar estos modos hacia atrás en el tiempo, hasta
el pasado asintótico, donde podremos compararlos con los modos que definen el
vaćıo |0in〉. Esta propagación tiene varias partes. En primer lugar, la propagación
desde el futuro asintótico hasta la superficie del objeto en colapso. En segundo
lugar, la propagación a través del objeto en colapso (pasando por el origen r = 0).
Y, en último lugar, la propagación desde este al pasado asintótico.

Por una parte, tenemos que la ecuación de ondas (1.64) corresponde a una
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propagación libre.7 Por tanto, la propagación será libre hasta alcanzar la super-
ficie del objeto en colapso. Consideremos modos salientes generados en el futuro
asintótico para tiempos suficientemente tard́ıos, es decir, muy cercanos al hori-
zonte de sucesos. En las cercańıas del horizonte, se tiene que r & 2M , y pueden
hacerse una serie de aproximaciones. En primer lugar, de la definición de la coor-
denada r∗ en (1.60) tenemos

r∗ ≈ 2m log
( r

2M
− 1
)

⇒ r

2M
− 1 ≈ er

∗/2M = e(v̄−ū)/(4M), (1.75)

y

1− 2M

r
=

r
2M
− 1

1 +
(

r
2M
− 1

) ≈ r

2M
− 1 ≈ e(v̄−ū)/(4M). (1.76)

Si a continuación introducimos las coordenadas nulas de Kruskal-Szeckeres, dadas
por

û := −4Me−ū/(4M), v̂ := 4Mev̄/(4M), (1.77)

puede comprobarse que la métrica de Schwarzschild dimensionalmente reduci-
da (1.61) queda

ds2 = −dûdv̂. (1.78)

Por tanto, la dependencia de los modos Boulware salientes (1.66) con la distan-
cia nula af́ın û al horizonte, teniendo en cuenta la definición (1.77), está dada
por φūω ∝ exp{iω(4M) log[û/(4M)]}. Según nos acercamos al horizonte de suce-
sos (û → 0) estos modos tienden a oscilar infinitamente rápido en el parámetro
af́ın. Por tanto, los modos procedentes del futuro asintótico alcanzan frecuencias
arbitrariamente altas8 en las cercańıas del objeto que colapsa, y al propagarse
a través de este. Es por ello que la probabilidad de interaccionar con el mate-
rial de dicho objeto durante su propagación a través del mismo es despreciable.
Tenemos por tanto que todo modo saliente en el futuro asintótico se propaga com-
pletamente hacia el pasado asintótico. Además, las altas frecuencias que alcanzan
los modos permiten hacer uso de la aproximación de la óptica geométrica. De
esta forma, el modo propagado hacia el pasado asintótico, pasando a través del
objeto que colapsa, acabará a la misma distancia af́ın û de la geodésica V = VH
que da lugar al horizonte de sucesos (ver figura 1.3). Teniendo en cuenta que en
el pasado asintótico la coordenada V es ella misma un parámetro af́ın, y que la
propagación desde las cercańıas del horizonte hasta alĺı ha sido libre, el modo
toma finalmente la forma φūω(ū) ∝ exp{iω(4M) log[A(VH − V )]}, siendo A una
constante. El cambio 1/(4M) → A respecto a la expresión anterior se debe al
cambio en el campo gravitatorio, debido a la dinámica de colapso, durante el
tiempo que tarda el rayo en cruzar el objeto que colapsa. Por tanto, un modo

7Aqúı es donde se realiza la aproximación de ignorar los factores de cuerpo gris que intro-
duciŕıa el backscattering dado por el potencial de la ecuación (1.63).

8La necesidad de invocar frecuencias arbitrariamente altas (mayores que la frecuencia de
Planck) para obtener la radiación de agujeros negros se conoce como el problema transplanc-

kiano, problema que discutiremos brevemente en el caṕıtulo 6.
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saliente de frecuencia ω, tras propagarlo hacia el pasado asintótico, se escribe

φūω(ū) =
1√
4πω

eiω(4M) log[A(VH−V )]. (1.79)

Dicho de otra forma, la relación entre las coordenadas nulas ū y V en el futuro y
pasado asintóticos, respectivamente, que establece un rayo de luz que conecta am-
bas regiones a través de la geometŕıa de colapso es, para tiempos suficientemente
tard́ıos,

ū = −4M log[A(VH − V )]. (1.80)

Esta relación es formalmente idéntica a la relación u(U) entre las coordenadas
nulas de Rindler y de Minkowski dada en (1.29) sustituyendo a→ 1/(4M), salvo
por elección arbitraria de los oŕıgenes de coordenadas de V y ū, fijados por las
constantes VH y A, respectivamente. De la relación u(U) en (1.29) obteńıamos
el espectro planckiano (1.47). Por tanto, de (1.80) parece inmediato concluir el
resultado

〈0in| (aūω)†aūω′ |0in〉 =
1

e8πMω − 1
δ(ω − ω′). (1.81)

De esta forma, obtenemos que en este estado del campo cuántico tras el proceso
de colapso los observadores en la región asintótica r →∞ detectan una radiación
cuyo espectro sigue una distribución de Planck con temperatura

TH :=
1

8πMkB
. (1.82)

Esta temperatura se denomina temperatura de Hawking, y es proporcional a la
gravedad de superficie del agujero negro, dada por κ := 1/(4M). El resulta-
do (1.81) describe el espectro de la denominada radiación de Hawking. Es la
radiación saliente que detectan observadores inerciales en la región asintótica pa-
ra tiempos suficientemente largos tras el proceso de colapso que da lugar a la
formación de un agujero negro.

No obstante, hay que resaltar un punto delicado a la hora de obtener el resul-
tado (1.81). Para obtener el resultado análogo (1.47), correspondiente al efecto
Unruh, se hizo uso de los coeficientes de Bogoliubov (1.37), calculados en el caso
de que la relación logaŕıtmica en (1.29) entre coordenadas nulas se cumpĺıa para
todo tiempo, lo cual es cierto entre las coordenadas nulas Minkowski y Rindler. Por
el contrario, la relación entre coordenadas nulas en el escenario de colapso (1.80)
se cumple únicamente de forma asintótica para tiempos suficientemente tard́ıos
tras dicho colapso. De esta forma, considerar que los coeficientes de Bogoliubov
que encontraŕıamos en este caso son análogos a los que encontramos al deducir el
efecto Unruh (1.37), lo cual es un paso necesario para obtener el espectro (1.81),
constituye una aproximación. Sin embargo, como discutiremos en profundidad
(y generalizaremos) en la sección 2.2.3, se trata de una aproximación excelente,
que tiende a ser exacta en el futuro asintótico, si se consideran los coeficientes
de Bogoliubov obtenidos como coeficientes efectivos para paquetes de ondas con
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soporte en tiempos suficientemente largos tras el colapso. La idea fundamental
tras esto es que dichos paquetes de ondas no pueden “explorar” otra relación
entre coordenadas nulas que no sea la logaŕıtmica (1.80).

En este caso nos hemos limitado a obtener la distribución de Planck, sin
demostrar que el estado |0in〉 es un estado térmico descrito por los observadores
inerciales en la región asintótica. Esto último puede hacerse si definimos también
modos en el interior del agujero negro. Al describir el estado por observadores en
el exterior, debemos trazar por dichos modos, ya que están separados del exterior
por el horizonte de sucesos. El resultado es un estado térmico con la temperatura
de Hawking (1.82) para los modos salientes. El cálculo es, una vez más, muy
similar al realizado en la sección anterior.

Para tiempos suficientemente largos tras el colapso, la percepción del estado
de vaćıo |0in〉 no depende de las particularidades de este, por lo que podemos
prescribir un estado de vaćıo en un agujero negro estático eterno con el cual ob-
tengamos el mismo resultado de radiación saliente para los observadores inerciales
en la región asintótica. Como ya hemos visto, en la teoŕıa invariante conforme
reducida a 1 + 1 dimensiones, una nueva base de modos normales, y por tanto
una nueva base del espacio de Fock y un (posiblemente distinto) estado de vaćıo
se consiguen simplemente definiendo una nueva coordenada nula U(ū). En este
caso, es obvio por la relación logaŕıtmica (1.80) que la nueva coordenada nula
debe venir dada por

U = UH − Ce−ū/(4M), (1.83)

donde de nuevo las constantes UH y C fijan arbitrariamente los oŕıgenes de coor-
denadas. El vaćıo asociado a los modos normales definidos por esta coordenada
nula φUω (U) = (4πω)−1/2 exp(−iωU) lo denotaremos |0U〉. Dado que la relación
exponencial (1.83) es equivalente a la logaŕıtmica (1.80), es inmediato concluir
el resultado 〈0U | (aūω)†aūω′ |0U〉 = [exp(8πMω)− 1]−1δ(ω − ω′), es decir, que en el
vaćıo |0U〉 los observadores inerciales en la región asintótica perciben radiación
saliente térmica con la temperatura de Hawking.

La construcción del vaćıo |0U〉 puede parecer una trivialidad, correspondiente
a una simple definición U(u) := V (u) dada por (1.80). Sin embargo, la diferencia
f́ısica entre un vaćıo y otro se encuentra en que el vaćıo |0in〉 está definido en una
geometŕıa de colapso, en tanto que el vaćıo |0U〉 está definido en un agujero negro
de Schwarzschild eterno. Además, dado que en este caso la relación U(u) en (1.83)
es por definición válida para todo tiempo (y no solo de forma asintótica), para
los modos φUω (U) el cálculo de los coeficientes de Bogoliubov es exacto.

Si incluimos el sector de radiación entrante en la descripción, debemos dife-
renciar también entre los distintos vaćıos posibles para este sector. Además del
vaćıo de Boulware ya definido, existen otros dos vaćıos que suelen aparecer en la
literatura [43]. El vaćıo dado por |0U〉⊗ |0v̄〉, donde el vaćıo del sector entrante es
el correspondiente a los modos Boulware (1.67), es el denominado vaćıo de Un-
ruh [7]. En él, los observadores en la región asintótica detectan radiación saliente
pero no entrante. Es evidente que este estado representa, en una geometŕıa estáti-
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ca, el estado final del campo tras un proceso de colapso real: en dicho proceso,
los modos entrantes desde la región asintótica vienen de “más allá” de la región
asintótica, por lo que únicamente se han propagado por Minkowski. El vaćıo da-
do por |0U〉 ⊗ |0V 〉, donde el vaćıo del sector entrante es el correspondiente a
los modos normales asociados a la coordenada nula V = VH − C ′ exp[−v̄/(4M)]
[definida de forma análoga a U(u) en (1.83)], es el denominado vaćıo de Hartle-
Hawking [44]. En él, los observadores en la región asintótica detectan radiación
entrante idéntica a la saliente. En este caso, se trata de un vaćıo en el cual la
emisión de radiación por parte del agujero negro se encuentra en equilibrio con
otra radiación procedente de la región asintótica. Lo que se observa en el exterior
del agujero es un baño térmico.

Volviendo a centrarnos únicamente en la radiación saliente (para la cual el
vaćıo de Unruh y el de Hartle-Hawking son equivalentes), como mostraremos,
el vaćıo |0U〉, que en adelante denominaremos por sencillez vaćıo de Unruh, es
el vaćıo definido por los observadores inerciales (en cáıda libre) arbitrariamente
cercanos al horizonte de sucesos y con velocidad nula respecto al agujero negro.
Para estos observadores, el tiempo propio es igual a la coordenada nula U (τ = U),
y por tanto los modos normales que detectan de forma natural son los que definen
este vaćıo. Uno de los resultados centrales de esta tesis, que trataremos en el
caṕıtulo 4, consiste en demostrar que, si bien el vaćıo de Unruh es aquel estado
que definen como vaćıo los observadores en cáıda libre arbitrariamente cercanos
al horizonte y con velocidad nula, los observadores que cruzan el horizonte en
cáıda libre con velocidad no nula śı detectan part́ıculas cuando el estado es el
vaćıo de Unruh. El origen de esta detección está en un factor Doppler que diverge
en el horizonte de sucesos.
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Caṕıtulo 2

Percepción de part́ıculas

2.1. Detectores cuánticos de part́ıculas

En el caṕıtulo anterior, hemos descrito el contenido de part́ıculas de un campo
cuántico utilizando distintas bases de Fock para el espacio de Hilbert del campo
cuántico. Una aproximación más operacional al concepto de part́ıcula puede ha-
cerse a través de la construcción de modelos teóricos de detectores de part́ıculas.
Estos son sistemas f́ısicos localizados con grados de libertad acoplados al campo
cuántico mediante algún tipo de interacción. Estos grados de libertad son t́ıpi-
camente internos, si bien podŕıan utilizarse también grados de libertad externos
(como la posición relativa de un elemento anexo al detector, o la propia posición
del detector). La interacción con el campo hace que los grados de libertad del
detector puedan ser excitados absorbiendo enerǵıa del campo de forma discreta.
La absorción de esa cantidad de enerǵıa se considera una detección de una o va-
rias part́ıculas del campo. El hecho de que el concepto de part́ıcula es relativo
al observador se corresponde con el hecho de que, como veremos, la detección
de part́ıculas por estos dispositivos dependerá de la trayectoria que sigan. En
este caṕıtulo trataremos cómo se describen los detectores cuánticos de part́ıculas
y sus cantidades asociadas, centrándonos en el modelo más sencillo: el detector
de Unruh-DeWitt [7, 12]. Veremos cómo de su comportamiento puede obtenerse
como resultado el efecto Unruh.

2.1.1. El modelo de Unruh-DeWitt

El sistema f́ısico completo que queremos estudiar consta de tres partes: un
espacio-tiempo f́ısico de fondo, el cual permanecerá inalterado; un campo cuántico
cuyo contenido de part́ıculas queremos medir, definido en ese espacio-tiempo; y
un detector cuántico de part́ıculas acoplado a dicho campo, que se mueve en
el espacio-tiempo siguiendo una trayectoria concreta. A lo largo de este caṕıtulo,
consideraremos únicamente el espacio-tiempo de Minkowski como espacio-tiempo
de fondo.

El espacio de Hilbert del campo cuántico seráHF, y el espacio de Hilbert de los
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grados de libertad internos del detector será HD. Una base para HD vendrá dada
por un conjunto discreto de estados con enerǵıa bien definida |ωi〉 , i ∈ N. El
espacio de Hilbert completo es H := HF ⊗HD. En adelante, consideraremos que
solo los grados de libertad internos del detector interaccionan con el campo. La
trayectoria del detector se considerará, junto con el espacio-tiempo en el que se
mueve, elementos fijos de la descripción que no forman parte de la dinámica del
problema.1

Trabajaremos en la denominada imagen de interacción, en la que la evolución
libre tanto del campo como del grado de libertad interno del detector queda ab-
sorbida en los operadores, en tanto que el estado del sistema (perteneciente al
espacio de Hilbert completo H) evoluciona con un Hamiltoniano de interacción
entre el campo y el detector. Si denotamos el campo genéricamente por φ, sin ne-
cesidad de considerar (de momento) su naturaleza, el Hamiltoniano de interacción
viene dado por:

HI(τ) := c ξ(τ)mµν...(τ)F [φ]
µν...(τ). (2.1)

Aqúı c es una constante de acoplo, que regula la intensidad de la interacción;
τ es el tiempo propio en algún punto fijo del detector; ξ(τ) es la denominada
función de encendido del detector, que permite un acoplo variable en el tiempo;
mµν...(τ) es el momento del detector (monopolar, dipolar, etc., según el número
de ı́ndices); y F [φ]µν... es un funcional del campo. La forma de estos factores nos
indica el modelo de detector. En particular, el funcional F [φ]µν... nos indica como
este se acopla al campo. Salvo la constante de acoplo, todas las cantidades tienen
(en general) dependencia temporal con τ .

El modelo más sencillo de detector es el modelo de Unruh-DeWitt. Se trata de
un detector puntual con acoplo constante monopolar a un campo escalar real φ.
Para este modelo, el Hamiltoniano de interacción (2.1) se escribe simplemente

HI(τ) := c m(τ)φ(x(τ)). (2.2)

donde x(τ) es la trayectoria seguida por el detector puntual. Este será el modelo
que utilizaremos en adelante, si bien para algunas consideraciones introducire-
mos funciones de encendido ξ(τ) no triviales. Además, consideraremos que el
campo φ es un campo escalar sin masa. Otros modelos que pueden encontrarse
en la literatura son detectores con extensión espacial (no puntuales), en los que el
funcional F [φ] hace un promediado del campo siguiendo un perfil ŕıgido alrededor
de la trayectoria x(τ) [27, 28, 47]; detectores multipolares, bien porque se acoplan
a determinadas componentes de un campo no escalar (como el electromagnético),
o porque se acoplan a derivadas direccionales de un campo escalar [48, 49, 50]; o
detectores direccionales, acoplados solo a radiación procedente de ciertos ángu-
los [50, 51].

1Considerar la trayectoria del detector como parte de la dinámica es necesario para estu-
diar la reacción que los cambios en el campo cuántico tienen sobre la propia trayectoria del
detector [45, 46].
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El operador de evolución entre dos instantes τ0 y τ para los estados del espacio
de Hilbert H viene dado por

U(τ0, τ) = T exp

(

i

∫ τ

τ0

dτ ′HI(τ
′)

)

, (2.3)

donde T es el operador de ordenación temporal. Consideremos que, en el instante
inicial τ0, el campo se encuentra en el estado |ψ0〉 ∈ HF, en tanto que el detector
se encuentra en un estado con enerǵıa bien definida |ω0〉 ∈ HD. La amplitud de
probabilidad de que en el instante τ el detector haya “saltado” a otro estado con
enerǵıa bien definida |ωF〉, y el campo a un estado cualquiera |ψF〉 es

AψF,ωF
(τ0, τ) = i 〈ψF, ωF|U(τ0, τ) |ψ0, ω0〉 . (2.4)

Para calcular la probabilidad de que el detector se encuentre con una deter-
minada enerǵıa, sin importar lo que le suceda al campo, debemos trazar sobre
una base de HF, quedando

PωF
(τ0, τ) =

∑

i

|Aψi,ωF
(τ0, τ)|2 . (2.5)

Esta probabilidad es, por definición, una cantidad no negativa menor o igual
a la unidad. Durante su evolución, no puede sino oscilar. Sin embargo, debemos
buscar una cantidad que capture la intuición f́ısica de que, en los periodos en
los que se dan las circunstancias para que exista detección, el detector encon-
trará continuamente nuevas part́ıculas, produciendo un efecto acumulativo. Esto
es lo que veremos a continuación.

2.1.2. Detector macroscópico y función respuesta

Para modelizar este comportamiento, consideremos un conjunto de N de-
tectores de Unruh-DeWitt idénticos, todos ellos preparados en el mismo estado
inicial, y siguiendo trayectorias idénticas. Asumamos ahora que cada detector tie-
ne una constante de acoplo c = C/

√
N en su Hamiltoniano de interacción (2.2),

con C > 0 constante. Dado un periodo de evolución espećıfico (τ0, τ), siempre
puede tomarse N suficientemente grande, de forma que, al ser la constante de
acoplo pequeña, el operador de evolución (2.3) puede aproximarse a primer orden
en c. En este caso, tenemos que la evolución para cada detector individual es2

|Ψ(τ)〉 = U(τ0, τ) |ψ0, ω0〉 ≈ |ψ0, ω0〉+ i

∫ τ

τ0

dτ ′HI(τ
′) |ψ0, ω0〉 . (2.6)

2En este modelo, los detectores interaccionan entre śı solo a través del campo, por lo que tal
interacción es de segundo orden en c.
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De esta forma, la amplitud de probabilidad de transición a un estado concre-
to |ψF, ωF〉 con enerǵıa bien definida para el detector, y con ωF 6= ω0, se escribe
(salvo un factor de fase irrelevante)

AψF,ωF
(τ0, τ) = c 〈ωF|m(τ0) |ω0〉

∫ τ

τ0

dτ ′ei(ωF−ω0)τ ′ 〈ψF|φ(x(τ ′)) |ψ0〉 , (2.7)

donde se ha usado el Hamiltoniano de interacción (2.2), y se ha tenido en cuenta
que la evolución del operador m(τ ′) (en imagen de interacción) es tal que

〈ωF|m(τ ′) |ω0〉 = eiωF(τ
′−τ0)e−iω0(τ ′−τ0) 〈ωF|m(τ0) |ω0〉 . (2.8)

Teniendo en cuenta, además, la relación de cierre

∑

i

|ψi〉 〈ψi| = I, (2.9)

donde la suma se hace sobre una base de HF, e I es el operador identidad, la
probabilidad de transición del detector a un estado de enerǵıa bien definida ωF

distinto del inicial [trazando sobre los grados de libertad del campo, como en (2.5)]
es

PωF
(τ0, τ) = c2 |〈ω0|m(τ0) |ωF〉|2

∫ τ

τ0

dτ ′′
∫ τ

τ0

dτ ′e−i(ωF−ω0)(τ ′′−τ ′)W(τ ′′, τ ′). (2.10)

Aqúı W(τ ′′, τ ′) es la distribución de Wightman escrita en función de los tiempos
propios de la trayectoria, esto es,

W(τ ′′, τ ′) := 〈ψ0|φ(x(τ ′′))φ(x(τ ′)) |ψ0〉 . (2.11)

Para 3 + 1 dimensiones en Minkowski, esta función se puede expresar expĺıcita-
mente en coordenadas cartesianas (t,x) como

W3(τ
′′, τ ′) = − 1

4π2
{

[t(τ ′′)− t(τ ′)− iε]2 − [x(τ ′′)− x(τ ′)]2
} , (2.12)

mientras que en 1 + 1 dimensiones (también en Minkowski) se escribe como

W1(τ
′′, τ ′) = − 1

4π
log

{

[t(τ ′′)− t(τ ′)− iε]
2 − [z(τ ′′)− z(τ ′)]

2
}

, (2.13)

donde, en ambos casos, se considera impĺıcitamente el ĺımite ε → 0+ después
de tomar las integrales en la probabilidad (2.10). En adelante en esta sección
consideraremos el espacio-tiempo de Minkowski en 3 + 1 dimensiones. El caso de
1 + 1 dimensiones también se considerará posteriormente.

Es fácil concluir que el número medio de detectores (de los N totales) con
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enerǵıa ωF en el intervalo (τ0, τ) está dado por NωF
:= NPωF

, de manera que

NωF
(τ0, τ) = C2 |〈ω0|m(τ0) |ωF〉|2

∫ τ

τ0

dτ ′′
∫ τ

τ0

dτ ′e−i(ωF−ω0)(τ ′′−τ ′)W(τ ′′, τ ′).

(2.14)
Esta cantidad ya no está restringida a tener un valor menor que uno, y de hecho
presenta (en general) efectos acumulativos. El conjunto de N detectores indivi-
duales funciona como un detector macroscópico.

El número medio de detectores dado por (2.14) consta de dos factores de natu-
raleza completamente distinta. El primero de ellos depende de cómo el momento
monopolar m acopla los distintos estados de enerǵıa del detector. Se trata por
tanto de un factor que depende por completo de la naturaleza del propio detector.
En cambio el segundo factor, dado por

F(ω; τ0, τ) :=
∫ τ

τ0

dτ ′′
∫ τ

τ0

dτ ′e−iω(τ
′′−τ ′)W(τ ′′, τ ′), (2.15)

con ω := ωF − ω0, no depende de las caracteŕısticas particulares del detector,
siendo función únicamente del salto de enerǵıa ω entre los estados inicial y final,
y de la trayectoria del detector entre los tiempos inicial y final (a través de la
dependencia concreta de la distribución de Wightman con los tiempos propios).
Además, retiene la posibilidad acumulativa del número de excitaciones (2.14).

Finalmente, para comprender mejor el comportamiento del detector en un
determinado instante, vamos a considerar el ĺımite τ0 → −∞ (lo que significa
considerar que la interacción entre el campo y el detector ha estado presente
desde el pasado remoto), y a tomar la derivada temporal de (2.15), dada por

R(ω, τ) := ∂F
∂τ

(ω;−∞, τ), (2.16)

cantidad que ya no conserva la propiedad acumulativa de la anterior. Expĺıcita-
mente, esta cantidad se escribe

R(ω, τ) := 2 ℜ
[
∫ 0

−∞

ds e−iωsW(τ + s, τ)

]

. (2.17)

En el caso de trayectorias estacionarias (inerciales, con aceleración constan-
te, o circulares) esta expresión se puede simplificar, pues en este caso tenemos
que la distribución de Wightman es invariante bajo traslaciones temporales a lo
largo de la trayectoria, de manera que podemos definirla en función de un único
argumento:

W(s) :=W(τ + s, τ) =W(τ +∆τ + s, τ +∆τ). (2.18)

Además, tenemos la propiedad de que

W∗(s) =W∗(s, 0) =W(0, s) =W(−s, 0) =W(−s). (2.19)
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Esto permite simplificar la expresión de R(ω, τ) en (2.17), puesto que en tal caso
no depende de τ :

R(ω) =
∫ ∞

−∞

ds e−iωsW(s). (2.20)

Esta expresión coincide con la habitual para la frecuencia de detección del de-
tector de Unruh-DeWitt en situaciones estacionarias que encontramos en la lite-
ratura [11]. Por esta razón, podŕıa pensarse en denominar también “frecuencia
de detección” a la cantidad más general (2.17), entendiendo que caracteriza el
número de excitaciones producidas por unidad de tiempo. Sin embargo, esta in-
terpretación no es siempre correcta, debido a que puede comprobarse que dicha
cantidad puede tomar valores negativos, lo que indicaŕıa la presencia de desex-
citaciones del detector (lo cual se da, por ejemplo, en algunas situaciones con
aceleración decreciente). En realidad, la función (2.15) es proporcional al número
de detectores que encontraremos excitados si dejamos evolucionar unitariamente
al conjunto y medimos el estado de los detectores a un tiempo τ , y es perfecta-
mente posible encontrar menos detectores excitados en tiempos posteriores [28].
La función (2.17) es la derivada de dicha cantidad, por lo que puede tomar valo-
res negativos. Es por ello que la denominaremos simplemente función respuesta.
Podŕıan elaborarse modelos más realistas de detectores macroscópicos, con nocio-
nes de irreversibilidad (decoherencia) o latencia, pero estas cuestiones no resultan
necesarias para el análisis que haremos en este trabajo.

2.1.3. Tiempos de acoplo finitos y función de Wightman

regularizada

Para llegar a la expresión de F(ω;−∞, τ) en (2.15) hemos considerado un
conjunto deN detectores que permanecen siempre “encendidos”, es decir, siempre
acoplados al campo (al tomar el ĺımite τ0 → −∞), y hemos medido la cantidad
media de detectores excitados a un tiempo τ . En general, puede considerarse que
los detectores tienen un acoplo variable en el tiempo mediante un Hamiltoniano
de interacción de la forma

HI(τ
′) := c ξ(τ ′)m(τ ′)φ(x(τ ′)), (2.21)

donde, como dijimos, ξ(τ ′) es la función de encendido, la cual toma valores positi-
vos durante los periodos de interacción con el campo, anulándose en los periodos
en los que no hay interacción. A la hora de calcular la función respuesta, la función
de encendido aparecerá en las integrales involucradas.

Como se explica detalladamente en [29], el resultado de integrar la distribución
de Wightman solo está bien definido cuando se integra multiplicada con una fun-
ción suave (C∞) de soporte compacto (denominada en inglés “bump function”).
Este criterio, además de matemáticamente necesario, es f́ısicamente razonable,
pues ningún detector real permanece en interacción con el campo durante un
tiempo infinito, ni tampoco es encendido o apagado de forma (estrictamente)
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brusca.

Puede verse fácilmente que calcular la función respuesta utilizando la defini-
ción (2.16) con F(ω;−∞, τ) dado por (2.15) corresponde a escoger como función
de encendido la función de Heaviside:

ξ(τ ′) = Θ(τ − τ ′). (2.22)

Esta función no cumple ninguno de los dos requisitos para que la integral de la
función de Wightman esté bien definida. Por tanto, estrictamente hablando, los
resultados que obtengamos utilizando la función respuesta en (2.17) en general
no serán correctos. Por ejemplo, en [27] se demuestra que con esta expresión se
obtienen resultados que no son invariantes Lorentz, resultando en frecuencias de
detección no nulas incluso para detectores en trayectorias inerciales en el vaćıo
de Minkowski.

Τ-DT-∆ Τ-DT Τ Τ+∆
0

1

Τ'

Ξ D
T
,∆
HΤ
'L

Figura 2.1: Ejemplo de una función ξ∆T,δ(τ
′).

Sin embargo, en la referencia [29] se comprueba que podemos aproximarnos
cuanto queramos al régimen con tiempo de interacción infinito y apagado brusco
de los detectores [función de encendido (2.22)] con funciones pertenecientes a
una familia {ξ∆T,δ(τ ′)}, etiquetadas con los parámetros reales positivos ∆T y δ,
todas las cuales son funciones suaves de soporte compacto. Dada una cualquiera
de las funciones, esta se anula desde el pasado remoto hasta un tiempo τ0 =
τ − ∆T − δ. A continuación, la función crece suave y monótonamente hasta el
valor ξ = 1 durante un tiempo δ, permanece constantemente igual a 1 durante
un tiempo ∆T hasta el instante τ , y finalmente decrece suave y monótonamente
a cero durante un tiempo δ, permaneciendo nula en adelante. En la figura 2.1
se muestra un ejemplo de una de estas funciones. F́ısicamente, estas funciones
describe un detector que permanece apagado hasta un tiempo τ0 = τ −∆T − δ,
momento en el que se enciende suavemente, permaneciendo encendido durante
un tiempo ∆T , con periodos de encendido y apagado suaves de duración δ. Es
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Caṕıtulo 2. Percepción de part́ıculas

inmediato ver que el ĺımite ∆T →∞, δ → 0 tomado en esta familia de funciones
es precisamente la función de Heaviside (2.22).

Si calculamos la función respuesta para los detectores empleando como función
de encendido una función de esta familia, podemos obtener la aproximación [29]

R∆T,δ(ω, τ) =

− ω

4π
− 1

2π2

∫ 0

−∆T

ds

{
cos(ωs)

[t(τ + s)− t(τ)]2 − [x(τ + s)− x(τ)]2
− 1

s2

}

+
1

2π2∆T
+O

(
δ

∆T 2

)
. (2.23)

En el ĺımite ∆T →∞, δ → 0 tenemos

R(ω, τ) = 2

∫ 0

−∞

ds cos(ωs)W (τ + s, τ), (2.24)

donde

W (τ ′′, τ ′) := − 1

4π2

{
1

[t(τ ′′)− t(τ ′)]2 − [x(τ ′′)− x(τ ′)]2
− 1

(τ ′′ − τ ′)2

}
. (2.25)

Esta expresión es idéntica a la obtenida anteriormente (2.17), pero reempla-
zando la distribución de Wightman (2.12) por la que denominaremos función de
Wightman regularizada, dada por (2.25). Esta cantidad regularizada está definida
en el ĺımite τ ′′ → τ ′ en el que los dos argumentos coinciden (solo es necesario que
la trayectoria (t(τ),x(τ)) sea C2). Se trata por tanto no solo de una distribución,
sino de una función bien definida. El polo que presentaba la distribución (2.12),
que entonces se “esquivaba” al introducir el término −iε, ahora se elimina al res-
tar la cantidad 1/(τ ′′− τ ′)2. Debe notarse, además, que se trata de una cantidad
manifiestamente invariante Lorentz, a diferencia de la distribución de Wightman,
la cual en su expresión (2.12) no lo es.

Si comparamos R∆T,δ(ω, τ) en (2.23) con R(ω, τ) en (2.24), tenemos que

|R∆T,δ(ω, τ)−R(ω, τ)| =∣∣∣∣
1

2π2

∫ −∆T

−∞

ds

{
cos(ωs)

[t(τ + s)− t(τ)]2 − [x(τ + s)− x(τ)]2
− 1

s2

}

+
1

2π2∆T
+O

(
δ

∆T 2

)∣∣∣∣ , (2.26)
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2.1. Detectores cuánticos de part́ıculas

de donde se deduce fácilmente que

|R∆T,δ(ω, τ)−R(ω, τ)|

≤ 1

2π2

∫ −∆T

−∞

ds

{∣∣∣∣
1

[t(τ + s)− t(τ)]2 − [x(τ + s)− x(τ)]2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
1

s2

∣∣∣∣
}

+
1

2π2∆T
+O

(
δ

∆T 2

)
≤ 3

2π2∆T
+O

(
δ

∆T 2

)
, (2.27)

(donde se ha empleado la desigualdad triangular de la métrica en la última ĺınea),
lo que demuestra que R∆T,δ → R cuando ∆T → ∞ (como puede comprobarse,
ni tan siquiera es necesario minimizar la duración de los periodos de encendido
y apagado δ para obtener este resultado). Esto nos indica que, siempre que el
conjunto de detectores permanezca activado durante un periodo de tiempo sufi-
cientemente largo, puede alcanzarse una precisión arbitraria mediante la función
respuesta en (2.24).

2.1.4. El efecto Unruh en detectores

Como se adelantó en el caṕıtulo anterior, podemos aproximarnos al fenómeno
del efecto Unruh mediante la utilización de detectores cuánticos de part́ıculas.
En concreto, el sencillo modelo de Unruh-DeWitt descrito en este caṕıtulo es
suficiente para encontrar este efecto.

Consideremos un observador que sigue una trayectoria de aceleración propia
constante a en la dirección del eje z (en coordenadas cartesianas). Su trayectoria
en función del tiempo propio τ es

t =
1

a
cosh(aτ), z =

1

a
sinh(aτ), x = 0, y = 0, (2.28)

donde se han fijado por conveniencia las constantes arbitrarias que determinan
el origen de coordenadas, la velocidad inicial y el origen de tiempo propio. La
distribución de Wightman (2.12) para esta trayectoria está dada por

W(τ ′′, τ ′) = − 1

4π2

a2

4 sinh2 [(a/2)(τ ′′ − τ ′)− iε]
. (2.29)

La distribución de Wightman depende únicamente de la diferencia de tiempos
propios, debido a que se trata de una trayectoria estacionaria.

En la derivación más conocida del efecto Unruh mediante detectores [11] se
utiliza la expresión (2.29) para la función respuesta (2.20) (puesto que se trata
de una trayectoria estacionaria), con s = τ ′′ − τ ′:

R(ω) = − 1

4π2

∫ ∞

−∞

ds
a2e−iωs

4 sinh2 [(a/2)s− iε]
. (2.30)
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La integral que aparece en esta expresión puede calcularse utilizando el teorema
de los residuos, cerrando el contorno en el semiplano inferior del plano comple-
jo. En esta región, el integrando presenta polos en los puntos del eje imagina-
rio s = −(2πi/a)n, con n ∈ N

∗. El polo que encontraŕıamos en el origen, y por
tanto en el camino de integración, sale fuera del contorno de integración gra-
cias al término −iε. El valor de los residuos en los polos dentro del contorno de
integración es

iω e−(2πω/a)n

4π2
, (2.31)

y el resultado de la integración

R(ω) = ω

2π

1

e
2πω

a − 1
. (2.32)

Es decir, el detector percibe part́ıculas con una distribución planckiana con la
temperatura de Unruh dada por (1.46).

No obstante, en [27] se demuestra que esta derivación, aunque aparentemen-
te obtiene el resultado esperado, contiene un error que procede de la cuestión
comentada en la sección 2.1.3, a saber, que la distribución de Wightman solo de-
be integrarse con funciones suaves de soporte compacto para obtener resultados
válidos. Si, por ejemplo, hiciésemos desde el principio la misma derivación, pero
en un sistema de referencia inercial distinto, aunque considerando exactamente la
misma trayectoria, los resultados en general no coincidiŕıan, y no obtendŕıamos
el espectro térmico.

Sin embargo, el espectro térmico (2.32) puede obtenerse, en este caso de for-
ma correcta, haciendo uso de la expresión (2.24) para la función respuesta, que
involucra a la función de Wightman regularizada (2.25). La derivación es muy si-
milar a la que se sigue para obtener (2.32). En este caso, tenemos que la integral
a calcular, tras sustituir la trayectoria (2.28) en (2.25), y la función resultante
en (2.24), y teniendo en cuenta las propiedades de simetŕıa, es

R(ω) = − 1

4π2

∫ ∞

−∞

ds e−iωs

[
a2

4 sinh2
(

a
2
s
) − 1

s2

]

. (2.33)

Esta integral se resuelve igualmente utilizando el teorema de los residuos, cerrando
el contorno en el semiplano inferior del plano complejo. En este caso, el polo
en el origen sencillamente no existe. El resultado es, una vez más, el espectro
planckiano (2.32). Sin embargo, en este caso la función de Wightman regularizada
es manifiestamente invariante Poincaré, por lo que el cálculo en cualquier sistema
de referencia inercial reproduce el mismo resultado.

Este acercamiento al efecto Unruh, a partir de detectores y probabilidades
de excitación, es un acercamiento más f́ısico al fenómeno que el desarrollado en
la sección 1.1.5: no se trata solamente de cómo se describe un estado de vaćıo
empleando diferentes bases de Fock, sino de proponer un proceso f́ısico dinámico
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que dé lugar a una detección real de part́ıculas siguiendo un espectro térmico,
debida únicamente a la aceleración propia del sistema f́ısico que las detecta.

2.2. La función de temperatura efectiva

En el primer caṕıtulo hemos descrito el efecto Unruh y la radiación de Haw-
king, respectivamente, mediante el cálculo de coeficientes de Bogoliubov. En la
expresión de los coeficientes de Bogoliubov βω,ω′ en (1.22) hemos comprobado que,
mientras exista invariancia conforme (como es el caso de Minkowski en 1 + 1 di-
mensiones, y de la métrica de Schwarzschild reducida a 1 + 1 dimensiones), para
el cálculo de estos coeficientes solo es necesario conocer la relación U = U(u)
entre las coordenadas nulas asociadas a los modos de una y otra base.

En particular, al estudiar los fenómenos que nos ocupan estaremos siempre
interesados en la percepción de un determinado estado de vaćıo por un determi-
nado observador o conjunto de observadores. Por tanto, necesitamos la relación
entre la coordenada nula U asociada a los modos que definen el estado de vaćıo
en el que se encuentra el campo, y la coordenada nula u asociada a los modos
naturales para los observadores cuya percepción queremos conocer.3

Como se comprobó claramente en el primer caṕıtulo, el resultado fundamental
para obtener el espectro térmico de la radiación de Hawking y del efecto Unruh
consiste en que la relación U(u) sea exponencial. Es decir, genéricamente,

U(u) = U∗H − A∗e
−κ∗u. (2.34)

Esta es la forma exacta (salvo los oŕıgenes de coordenadas arbitrarios), en todo
momento, de la relación entre ambas coordenadas nulas para observadores con
aceleración constante en el vaćıo de Minkowski [ecuación (1.29), con κ∗ = a] y
para los observadores inerciales en la región asintótica de un agujero negro de Sch-
warzschild con el campo en el estado de vaćıo de Unruh [ecuación (1.83), con κ∗ =
1/(4M)]. En el caso de los observadores inerciales en la región asintótica de una
geometŕıa de colapso (esféricamente simétrica), la relación entre coordenadas nu-
las únicamente se aproxima asintóticamente a la forma (2.34) [con κ∗ = 1/(4M)]
en el ĺımite de tiempos suficientemente tard́ıos tras el proceso de colapso.

En esta sección demostraremos que también podemos encontrar como resul-
tado un espectro térmico de radiación cuando la relación (2.34) se cumple solo de
forma aproximada durante un intervalo de tiempo suficientemente largo. Dicho
espectro térmico solo aparecerá durante ese intervalo, y su temperatura vendrá de-
terminada por el objeto central de esta sección, y de gran parte de la tesis: la
función de temperatura efectiva. Este concepto fue introducido en [23, 24], y en

3En adelante, las coordenadas nulas U y u no se corresponderán, en general, con ninguna
definición anterior (coordenadas nulas de Minkowski, de Rindler, etc.). Serán coordenadas nulas
genéricas, asociadas únicamente al vaćıo y al observador, respectivamente, salvo cuando se les
asigne un valor concreto en función de coordenadas geométricas, lo cual se hará al concretar un
vaćıo o un observador particulares.
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esta memoria se hace un uso extensivo del mismo, aplicándolo a situaciones f́ısicas
concretas.

2.2.1. Función de temperatura efectiva y relación expo-

nencial

Dada una relación entre las coordenadas nulas U(u), la función de temperatura
efectiva κ(u) se define como

κ(u) := − d2U/du2

dU/du
. (2.35)

De esta forma, κ(u) es una función que caracteriza la relación entre ambas coor-
denadas nulas. Tomemos una geodésica nula saliente arbitraria, caracterizada por
u = u∗ = const. En torno a este valor arbitrario, podemos escribir la relación U(u)
en términos de κ(u):

U(u) = U∗ + C∗

∫ u

u∗

du′ exp

[

−
∫ u′

u∗

du′′κ(u′′)

]

, (2.36)

donde U∗ := U(u∗) y C∗ := dU/du|u=u∗ son constantes de integración. Si defini-
mos κ∗ := κ(u∗) y

δκ(u) := κ(u)− κ∗, (2.37)

podemos escribir de nuevo (2.36), de forma exacta, como

U(u) = U∗ + C∗

∫ u

u∗

du′

{

exp [−κ∗(u′ − u∗)] exp

[

−
∫ u′

u∗

du′′δκ(u′′)

]}

. (2.38)

Consideremos ahora el intervalo abierto de valores de u en torno a u∗, que
denotaremos S∗, para el cual se cumple la siguiente condición:

∣

∣

∣

∣

∫ u

u∗

du′δκ(u′)

∣

∣

∣

∣

< ǫ2 ≪ 1, u ∈ S∗. (2.39)

Debe observarse que el intervalo S∗ siempre existe mientras la relación U(u)
sea C1 (lo que se traduce en que la integral de δκ(u) sea continua). Solo hay que
solucionar (2.39) como igualdad para un ǫ dado y obtener los dos ĺımites de S∗
(los dos valores de u que satisfacen la igualdad más cercanos a u∗ por cada lado).
Dentro de este intervalo podemos escribir, hasta orden ǫ2,

U(u) = U∗ + C∗

∫ u

u∗

du′
{

exp [−κ∗(u′ − u∗)]
[

1 +O(ǫ)2
]}

. (2.40)

Ignorando el término O(ǫ)2, se obtiene como aproximación la relación exponen-
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cial (2.34)
U(u) ≈ U∗H − A∗e

−κ∗u, (2.41)

con los valores

U∗H = U∗ +
C∗
κ∗
, A∗ =

C∗
κ∗
eκ∗u∗ . (2.42)

La relación (2.41) se cumple de forma aproximada en el intervalo S∗. Veremos
que, si este intervalo es suficientemente largo, podremos obtener como resultado
que la percepción de los observadores (cuyos modos naturales están asociados a
la coordenada u) durante el intervalo S∗, en el vaćıo que estamos considerando
(aquel que corresponde a los modos normales asociados a la coordenada U), es la
de un espectro térmico con temperatura dada por

T =
|κ∗|
2πkB

. (2.43)

En este punto, cabe señalar que U∗H en (2.41) no corresponde necesariamente
a la localización de un horizonte de sucesos, como ocurŕıa con UH en la rela-
ción exponencial (1.83) del caṕıtulo anterior. Lo hará si la relación exponencial
se mantiene de forma indefinida en el tiempo (la misma relación exponencial,
con parámetros constantes). Sin embargo, ya hemos indicado que para obtener el
resultado que buscamos solo necesitamos que la relación se cumpla en un inter-
valo S∗ suficientemente largo, por lo que en general no tiene por qué alcanzarse
el ĺımite U → U∗H cuando u→∞.

Finalmente, dado que κ∗ no es más que el valor de κ(u) en el instante arbitra-
rio u = u∗, tenemos que en todos los valores de u para los que el intervalo S(u)
(construido de la misma forma en cada punto) sea suficientemente largo, la fun-
ción |κ(u)| es proporcional a la temperatura del espectro percibido en el entorno
de u. Es decir, podemos definir la temperatura efectiva

T (u) :=
|κ(u)|
2πkB

. (2.44)

2.2.2. Condición adiabática

La siguiente cuestión es cuál debe ser la anchura mı́nima del intervalo S∗
[caracterizado por (2.39)] para que, de la relación exponencial aproximada, pue-
da obtenerse el espectro térmico con temperatura dada por (2.43). F́ısicamente,
resulta razonable imponer que durante el intervalo S∗ sea posible detectar fre-
cuencias suficientemente bajas como para caracterizar adecuadamente el espectro
planckiano; es decir, frecuencias del orden de |κ∗| e inferiores. Para ello, si defi-
nimos u− y u+ como los ĺımites inicial y final, respectivamente, del intervalo S∗,
debemos tener que

|κ∗||u+ − u−| &
1

ǫ
≫ 1, (2.45)
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donde empleamos la misma cantidad ǫ ≪ 1 para determinar aproximaciones en
todos los cálculos por consistencia. Más adelante, al calcular los coeficientes de
Bogoliubov y el espectro percibido, veremos que esta condición sobre el interva-
lo S∗ es suficiente para obtener el resultado matemático buscado. Denominaremos
condición adiabática a la condición de que exista algún intervalo S∗ que verifi-
que (2.39) y (2.45). Esta será (como demostraremos) la condición que permita
entender |κ∗| como (proporcional a) la temperatura del espectro percibido en tal
intervalo.

Dado que (2.39) y (2.45) son condiciones a cumplir en algún entorno S∗ de u∗,
puede determinarse la existencia de un intervalo de u∗ que cumpla ambos criterios
mediante una condición sobre propiedades locales de la función κ(u) en u = u∗; es

decir, mediante una condición que involucre κ∗ y las derivadas κ
(n)
∗ := dnκ/dun|u∗ .

Consideremos que la función κ(u) es anaĺıtica en u = u∗, y que puede definirse la
siguiente constante:

D∗ := sup
n≥1







[

1

(n+ 1)!

|κ(n)∗ |
|κ∗|n+1

]1/(n+1)






. (2.46)

Definimos a continuación el intervalo abierto S∗ para un ǫ≪ 1, dado por

u ∈ (u−, u+), con u± := u∗ ±
ǫ√

2D∗|κ∗|
. (2.47)

Comprobemos que dicho intervalo cumple la condición (2.39). Por una parte,
todos los puntos dentro del intervalo S∗ verifican, por definición,

2D2
∗κ

2
∗(u− u∗)

2 < ǫ2 ≪ 1, u ∈ S∗. (2.48)

Por otra parte, escogiendo ǫ suficientemente pequeño, siempre es posible hacer
que S∗ se encuentre incluido en el entorno de u∗ en el que el desarrollo en serie de
potencias de κ(u) en u∗ es convergente. Para un valor u ∈ S∗, se tiene entonces
que

∣

∣

∣

∣

∫ u

u∗

du′δκ(u′)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

1

(n+ 1)!
κ(n)∗ (u− u∗)

n+1

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

n=1

1

(n+ 1)!
|κ(n)∗ ||u− u∗|n+1 ≤

∞
∑

n=1

Dn+1
∗ |κ∗|n+1|u− u∗|n+1

=
D2
∗κ

2
∗|u− u∗|2

1−D∗|κ∗||u− u∗|
≤ 2D2

∗κ
2
∗(u− u∗)

2 < ǫ2 ≪ 1, u ∈ S∗,
(2.49)

donde las dos últimas desigualdades se obtienen de (2.48). Por tanto, se cumple
la condición (2.39).
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Una vez hemos comprobado que se cumple esta condición, imponemos la con-
dición (2.45) sobre S∗, lo cual, teniendo en cuenta la definición de los ĺımites u±
en (2.47), nos lleva a la siguiente condición sobre D∗ (y, por tanto, sobre κ(u)
en u∗):

D∗ .
ǫ2√
2
≪ 1. (2.50)

La desigualdad (2.50) es un criterio únicamente sobre los valores locales de la
función de temperatura efectiva y sus derivadas. Conviene dejar claro su signifi-
cado: bajo las condiciones impuestas a la función κ(u), si se verifica (2.50) en un
punto u∗, entonces se verifica la condición adiabática en ese punto. No obstante,
es la condición adiabática la que en última instancia se necesitará para obtener
como resultado un espectro térmico. Dado que (2.48) es condición suficiente, pero
no necesaria, de (2.39), la condición (2.50) es, en cierta medida, innecesariamente
restrictiva. Sin embargo, tiene la gran ventaja de ser un criterio únicamente sobre
los valores locales de κ(u) y sus derivadas.

La condición (2.50) tiene por śı misma un significado f́ısico claro. Sabemos
que el intervalo de tiempo necesario para detectar una part́ıcula con frecuencia
caracteŕıstica del espectro planckiano es ∆u ∼ 1/|κ∗|. Por tanto, para poder
caracterizar el espectro durante ese intervalo, es necesario que la variación en la
temperatura ∆κ∗ en ese tiempo sea relativamente pequeña. Es decir, |∆κ∗/κ∗| ≪
1. Y en efecto, si se cumple (2.50), se tiene que

∣

∣

∣

∣

∆κ∗
κ∗

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1

κ∗

∞
∑

n=1

1

n!
κ(n)∗ ∆un+1

∣

∣

∣

∣

∣

.

∞
∑

n=1

1

n!

|κ(n)∗ |
|κn+1
∗ | ≤

∞
∑

n=1

(n+ 1)Dn+1
∗

=
D2
∗(D∗ − 2)

(D∗ − 1)2
≤
√
2D∗ . ǫ2 ≪ 1. (2.51)

Se observa, además, claramente que la deducción (2.51) es esencialmente la deri-
vada de (2.49).

En la mayoŕıa de los casos, el término que domina la sucesión que aparece en
la definición de D∗ en (2.46) es n = 1, por lo que la condición (2.50) sobre D∗ se
escribe simplemente

|κ̇∗|
κ2∗

. ǫ4 ≪ 1, (2.52)

lo cual puede, en tal caso, considerarse suficiente para el cumplimiento de la
condición adiabática. Este será el criterio que empleemos a lo largo de la tesis
cuando hagamos uso de la función de temperatura efectiva.

2.2.3. Coeficientes de Bogoliubov y espectro térmico

A continuación, vamos a demostrar el significado que hemos atribuido a la
función de temperatura efectiva. Es decir, vamos a demostrar que, bajo cumpli-
miento de la condición adiabática en un instante u∗, el valor absoluto de dicha
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función |κ∗| = |κ(u∗)| es proporcional a la temperatura del espectro térmico
percibido en torno a ese instante. Conviene notar que, para llevar a cabo tal de-
mostración, no basta con calcular los coeficientes de Bogoliubov βω,ω′ entre los
modos U y los modos u, puesto que dichos coeficientes dependen de toda la re-
lación U(u), en tanto que el resultado que aqúı se busca es un resultado local en
torno a u = u∗. Para obtener este resultado local, introduciremos paquetes de on-
das de anchura en frecuencias ∆ω, centrados espectralmente en ωn := (n+1/2)∆ω
y espacio-temporalmente en u∗, dados por

φu∗ωn
(u) :=

1√
∆ω

∫ (n+1)∆ω

n∆ω

dω̄ eiω̄u∗φuω̄(u). (2.53)

Estos paquetes de ondas pertenecen al conjunto de paquetes de ondas (1.49)
definido anteriormente, los cuales forman una base ortonormal siempre que los
modos normales φuω̄(u) que se utilizan en su definición también formen una base
ortonormal, lo cual es cierto en este caso. Por tanto, podemos considerar transfor-
maciones de Bogoliubov entre estos paquetes de ondas y otras bases ortonormales
de modos.

Los coeficientes de Bogoliubov en los que estamos interesados son los que
relacionan los modos U con los paquetes de ondas (2.53), a los cuales denomina-
remos βPu∗;ωn,ω′

. Teniendo en cuenta que la integral en la expresión del producto
escalar (1.7) puede escribirse igualmente en la coordenada u, estos coeficientes
son

βPu∗;ωn,ω′ = − 〈φu∗ωn
, (φUω′)

∗〉

= i

∫ ∞

−∞

du

(

φu∗ωn
(u)

∂

∂u
φUω′(U(u))− φUω′(U(u))

∂

∂u
φu∗ωn

(u)

)

. (2.54)

Supongamos que para el valor u = u∗ se verifica la condición adiabática, y por
tanto existe un entorno S∗ que verifica (2.39). Imponemos entonces que la región
temporal con peso significativo de los paquetes de ondas (2.53) esté incluida en
este entorno S∗. Si denominamos ∆u a la dispersión en el tiempo de los paquetes
de ondas, y suponiendo razonablemente que u∗ se encuentra aproximadamente
en el centro de S∗, esto implica que

∆u . |u+ − u−|. (2.55)

En tal caso, la región con peso significativo en la integral del producto esca-
lar (2.54) estará también contenida en S∗, y por tanto sustituir la relación exac-
ta U(u) por la relación exponencial (2.41) válida en S∗ será una buena apro-
ximación (hasta orden ǫ). Dado que la relación U(u) únicamente aparece en el
argumento de los modos normales φUω′(U(u)), definimos los modos φ

exp
u∗;ω′

(u) como

los modos normales φUω′(U(u)) en los que se ha sustituido la relación exponen-
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cial (2.41). Es decir,

φexp
u∗;ω′

(u) := φUω′(U
∗
H − A∗e

−κ∗u) =
1√
4πω′

exp
[

−iω′
(

U∗H − A∗e
−κ∗u

)]

. (2.56)

De esta forma, los coeficientes de Bogoliubov (2.54) pueden aproximarse por

βPu∗;ωn,ω′ ≈ −〈φu∗ωn
, (φexp

u∗;ω′
)∗〉 = −

〈

1√
∆ω

∫ (n+1)∆ω

n∆ω

dω̄ eiω̄u∗φuω̄(u), (φ
exp
u∗;ω′

)∗

〉

=
1√
∆ω

∫ (n+1)∆ω

n∆ω

dω̄ eiω̄u∗βexp
u∗;ω̄,ω′

, (2.57)

donde se ha usado la definición de los paquetes de ondas (2.53), y los coeficientes

βexp
u∗;ω̄,ω′

:= −〈φuω̄, (φexp
u∗;ω′

)∗〉

=
e−iω

′U∗H

2π

√

ω̄

ω′

∫ ∞

−∞

du exp[−i(ω̄u+ ω′A∗e
−κ∗u)] (2.58)

deben entenderse como los coeficientes de Bogoliubov entre los modos U y los
modos u calculados extendiendo la relación exponencial (2.41) a toda la rela-
ción U(u). Estos coeficientes se pueden obtener siguiendo un cálculo idéntico al
realizado en la sección 1.1.4 [ecuación (1.35)], resultando4

βexp
u∗;ω̄,ω′

= e−iω
′U∗H

e−
πω̄

2|κ∗|

2πκ∗

√

ω̄

ω′
(|A∗|ω′)−i

ω̄

κ∗ Γ(iω̄/κ∗). (2.59)

Teniendo en cuenta esta expresión, es fácil ver que la integral (2.57) puede apro-
ximarse, para ωn ≫ ∆ω, y salvo una fase global irrelevante, por

|βPu∗;ωn,ω′ | ≈
√
∆ω

e−
πωn

2|κ∗|

2πκ∗

√

ωn
ω′
|Γ(iωn/κ∗)|

sin [∆ω log(C∗ω
′/|κ∗|)/(2κ∗)]

∆ω log(C∗ω′/|κ∗|)/(2κ∗)
, (2.60)

donde se ha tenido en cuenta la expresión de A∗ en (2.42). A diferencia de lo que
suced́ıa con los resultados obtenidos anteriormente para el efecto Unruh (1.47) y la
radiación de Hawking (1.81), en este caso śı que podemos calcular directamente el
espectro en frecuencias observadas ωn de los paquetes de ondas, puesto que no es
divergente. Teniendo en cuenta la propiedad de la función Γ(ix) dada en (1.48),
e introduciendo el cambio de variable z = ∆ω log(C∗ω

′/|κ∗|)/(2κ∗) al integrar

4Debe tenerse en cuenta que, dada la definición de A∗ en (2.42), y sabiendo que C∗ > 0
[puesto que, según (2.36), C∗ := dU/du|u=u∗

], se tiene que A∗ tiene el mismo signo que κ∗. El
procedimiento es ligeramente diferente según κ∗ sea positiva o negativa.
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en ω′, se obtiene fácilmente el resultado

∫ ∞

0

dω′|βPu∗;ωn,ω′ |2 ≈
1

e2πωn/|κ∗| − 1
, (2.61)

el cual resulta ser el espectro térmico buscado.

Hasta el momento, de los dos criterios que debe verificar S∗ para que se cumpla
la condición adiabática, solo hemos necesitado que se verifique (2.39), a fin de
poder utilizar la relación exponencial (2.41). Sin embargo, la condición (2.45)
(es decir, que S∗ sea suficientemente largo) es necesaria para poder caracterizar
adecuadamente el espectro térmico, es decir, para que resultado (2.61) sea válido
en frecuencias ωn ∼ |κ∗|. Ignorando, de momento, la aproximación ωn ≫ ∆ω
realizada para obtener dicho resultado, solamente el uso de paquetes de ondas
de dispersión en frecuencias ∆ω ya impone una cota inferior ωmin ∼ ∆ω a las
frecuencias que pueden resolverse con dichos paquetes. Teniendo en cuenta que
en un paquete de ondas ∆ω ∼ 1/∆u, y que anteriormente hemos necesitado la
condición (2.55) sobre ∆u, esto implica que

ωmin ∼ ∆ω ∼ 1

∆u
&

1

|u+ − u−|
(2.62)

Por tanto, para que puedan explorarse frecuencias del orden de |κ∗|, se requie-
re 1/|u+−u−| . |κ∗|. Como hemos partido de que se verifica la condición adiabáti-
ca, esta desigualdad se cumple gracias a que se cumple la condición (2.45), por
lo que efectivamente es posible caracterizar suficientemente el espectro térmico.
Es más, la condición (2.45) garantiza que 1/|u+− u−| ≪ |κ∗|, por lo que la apro-
ximación ωn ≫ ∆ω realizada para obtener dicho espectro térmico es leǵıtima,
puesto que el ĺımite inferior a la resolución en frecuencias dado por ωmin ∼ ∆ω
está muy por debajo de |κ∗|.

Con esto queda clarificada la interpretación f́ısica de la función de temperatura
efectiva: bajo las condiciones apuntadas, nos indica la temperatura aproximada a
la que un observador concreto, en un vaćıo concreto, percibe los paquetes de ondas
que llegan en torno a un rayo de luz concreto. Uno de los resultados centrales de
esta tesis será demostrar que la función de temperatura efectiva no es un mero
“artefacto numérico” con el que estimar la temperatura de un espectro que no
es estrictamente térmico. Se trata de una cantidad con mucho contenido f́ısico,
incluso en las situaciones en las que no cumple las condiciones que permiten
interpretarla estrictamente como una temperatura.

2.3. Coeficientes de Bogoliubov y detectores

En la sección 2.1, nos hemos acercado al fenómeno de la percepción de radia-
ción por distintos observadores mediante el uso de detectores de part́ıculas, en
concreto del modelo de detector de Unruh-DeWitt. Como dijimos, este acerca-
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miento responde a la descripción de un proceso f́ısico concreto (excitaciones de
detectores). Además, obtuvimos como resultado el efecto Unruh en Minkowski en
3 + 1 dimensiones, debido a que es el escenario más simple y habitual en el que
se trata tal fenómeno.

Sin embargo, para analizar la percepción de radiación en los siguientes caṕıtu-
los (salvo en el caṕıtulo 3) utilizaremos la función de temperatura efectiva intro-
ducida en la sección anterior. El significado de esta función se basa en el uso de
coeficientes de Bogoliubov, y en cómo distintos conjuntos de observadores descri-
ben un estado de vaćıo dado, en función de qué modos normales son los naturales
para ellos. Esta descripción no hace alusión a ningún proceso f́ısico concreto, sino
a cómo distintos observadores construyen su Teoŕıa Cuántica de Campos para
el campo de radiación. Para darle una justificación f́ısica a los resultados que
encontraremos en adelante, comprobaremos a continuación que, al menos en la
teoŕıa invariante conforme en 1+1 dimensiones (tanto en la métrica de Minkowski
como en la métrica de Schwarzschild reducida), las aproximaciones al problema
en términos de coeficientes de Bogoliubov o de detectores de Unruh-DeWitt son
esencialmente equivalentes.

Por una parte, en la aproximación al problema mediante detectores, el resul-
tado fundamental (no por ser el más importante, sino por ser el resultado “ráız”
del que obtuvimos la función respuesta) es el número total de detectores excita-
dos de la colectividad que constituye lo que denominamos detector macroscópico
[ecuación (2.14)]. En lugar de considerar el número de detectores excitados entre
dos tiempos (τ0, τ) (lo que equivale, como dijimos, a un encendido y un apagado
“bruscos” de los detectores), introduciremos desde el principio una función de en-
cendido ξ(τ) suave y de soporte compacto. En tal caso, el número de detectores
excitados desde el estado inicial |ω0〉 (del detector) hasta un estado final |ωF〉 tras
el apagado resulta proporcional a

Nξ(ω0, ωF) := C2 |〈ω0|m(τ0) |ωF〉|2
∫ ∞

−∞

dτ ξ(τ)

∫ ∞

−∞

dτ ′ξ(τ ′)e−iω(τ−τ
′)W(τ, τ ′),

(2.63)
con ω := ωF − ω0.

Por otra parte, en la aproximación al problema mediante coeficientes de Bo-
goliubov, el resultado fundamental es el valor esperado del número de part́ıculas
[ecuación (1.24)]. Para compararlo con el resultado anterior, consideremos el valor
esperado del número de part́ıculas de los siguientes paquetes de ondas:

φξω(u) ∝
∫ ∞

−∞

dω̄

(∫ ∞

−∞

dū ei(ω̄−ω)ūξ(ū)

)
φuω̄(u), (2.64)

donde se omite el factor de normalización [pues este resultado se comparará con
el anterior (2.63), que incluye una constante de proporcionalidad arbitraria].
En (2.64), los modos u son los modos naturales para los observadores cuya per-
cepción queremos conocer. Es decir, φξω(u) son paquetes de ondas centrados en la
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frecuencia ω y con distribución temporal dada por ξ(u) para tales observadores.
Siguiendo con la notación utilizada en anteriores caṕıtulos, los modos que definen
el estado de vaćıo en el que calcularemos nuestro valor esperado serán los mo-
dos U . De manera análoga al cálculo hecho en la sección 2.2.3, los coeficientes de
Bogoliubov entre los modos U y los paquetes de ondas (2.64) se pueden escribir
como5

βξω,ω′ ∝
∫ ∞

−∞

dω̄

(∫ ∞

−∞

dū ei(ω̄−ω)ūξ(ū)

)
βω̄,ω′ , (2.65)

donde los coeficientes de Bogoliubov βω̄,ω′ están dados por la expresión (1.22)

βω̄,ω′ = −
1

2π

√
ω̄

ω′

∫ ∞

−∞

du e−i(ω̄u+ω
′U(u)). (2.66)

El valor esperado del número de excitaciones de estos paquetes de ondas, en el
vaćıo definido por los modos U , resulta

∫ ∞

0

dω̃|βξω,ω̃|2 ∝
∫ ∞

−∞

dω̄
√
ω̄

(∫ ∞

−∞

dū ei(ω̄−ω)ūξ(ū)

)∫ ∞

−∞

du e−iω̄u

×
∫ ∞

−∞

dω̄′
√
ω̄′
(∫ ∞

−∞

dū′e−i(ω̄
′−ω)ū′ξ(ū′)

)∫ ∞

−∞

du′eiω̄
′u′

×
∫ ∞

0

dω̃

ω̃
e−iω̃(U(u)−U(u′)). (2.67)

Es fácil ver que el factor en la última ĺınea de (2.67) es proporcional a la distribu-
ción de WightmanW(u, u′) en 1+1 dimensiones calculada en el vaćıo definido por
los modos U . Por otra parte, consideremos que la función ξ(u) tiene una disper-
sión ∆u suficientemente grande, de manera que su transformada [las expresiones
entre paréntesis de las dos primeras ĺıneas de (2.67)] está muy picada en torno a
la frecuencia ω (es decir, ω ≫ ∆ω ∼ 1/∆u).6 Entonces, una buena aproximación
se obtiene sacando los factores

√
ω̄ y

√
ω̄′ de las integrales como

√
ω. De esta

forma, las integrales en ω̄ y ω̄′ resultan en deltas de Dirac que eliminan otras dos
integrales, quedando el resultado final

∫ ∞

0

dω̃|βξω,ω̃|2 ∝ ω

∫ ∞

−∞

du ξ(u)

∫ ∞

−∞

du′ξ(u′)e−iω(u−u
′)W(u, u′). (2.68)

Si comparamos este resultado con el valor esperado del número de detectores

5Siempre puede construirse una base ortonormal de paquetes de ondas tal que los paquetes
de ondas (2.64) formen parte de ella [52], de manera que pueda hablarse de transformaciones
de Bogoliubov entre estos paquetes de ondas y otra base ortonormal de modos.

6Debe notarse que esta suposición es compatible con la deducción del espectro térmico a
partir de la función de temperatura efectiva que llevamos a cabo la sección 2.2.3, puesto que en
tal deducción se hizo la misma suposición.
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excitados (2.63), vemos que

Nξ(ω0, ωF) ∝
1

ω
|〈ω0|m(τ0) |ωF〉|2

∫ ∞

0

dω̃|βξω,ω̃|2. (2.69)

La conclusión que se obtiene es que en una colectividad de detectores de Unruh-
DeWitt, con un tiempo de encendido mucho mayor que el inverso de la menor
frecuencia a detectar, se excitan detectores en una cantidad proporcional al valor
esperado del número de part́ıculas con la frecuencia ω = ωF − ω0 correspondien-
tes a los modos naturales para los observadores que siguen la trayectoria de los
detectores, modulada por las caracteŕısticas particulares de los propios detectores.

Esto nos lleva, a su vez, a dos conclusiones f́ısicas. Primero, que el detector
de Unruh-DeWitt no es solo un modelo “especialmente sencillo” de detector, sino
aquel que mide precisamente el valor esperado del número de part́ıculas, en el
sentido apuntado (otros modelos más complejos, en general, medirán cantidades
distintas del campo). Y segundo, que todo el formalismo en términos de coefi-
cientes de Bogoliubov, y en particular la función de temperatura efectiva, tiene
una interpretación f́ısica inmediata en términos de excitación de detectores.
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Caṕıtulo 3

Expansión adiabática en

espacio-tiempo plano

En la sección 2.1 describimos el modelo de detector de Unruh-DeWitt ma-
croscópico. Cuando este detector sigue una trayectoria de aceleración constante
en el espacio-tiempo de Minkowski, con el campo cuántico en el estado de vaćıo de
Minkowski, se obtiene como resultado el efecto Unruh. Sin embargo, los detecto-
res cuánticos de part́ıculas, y en concreto el modelo de Unruh-DeWitt, permiten
estudiar escenarios mucho más generales. A primer orden en teoŕıa de pertur-
baciones, y considerando el espacio-tiempo de Minkowski en 3 + 1 dimensiones,
el resultado más general que encontramos para el detector de Unruh-DeWitt en
el vaćıo de Minkowski es la función respuesta (2.24) con la función de Wight-
man regularizada (2.25). Teniendo en cuenta la interpretación f́ısica de la función
respuesta descrita en la sección 2.1, con este resultado se pueden estudiar trayec-
torias (t(τ),x(τ)) generales.

Un régimen especialmente interesante es aquel en el cual la trayectoria se-
guida por el detector presenta una aceleración lineal propia g(τ) (es decir, la
aceleración lineal medida en un sistema de referencia inercial y co-móvil con el
detector en el instante τ) que vaŕıa lentamente con el tiempo propio τ del de-
tector. Es esperable que, en este régimen, el detector perciba radiación térmica
con temperatura variable, proporcional a la aceleración en cada instante de la
trayectoria según la fórmula de Unruh (1.46); es decir, T (τ) = |g(τ)|/(2πkB). A
este régimen podemos llamarle “régimen adiabático”. Si ignoramos derivadas de
la aceleración más allá de la primera, este régimen podŕıa definirse como aquel en
el cual |g′(τ)|/g(τ)2 ≪ 1 (esto es una ligadura sobre la derivada de la aceleración
en términos de la aceleración instantánea). Se trata de un requisito f́ısico razo-
nable: Si queremos que el detector perciba un espectro térmico con temperatura
proporcional a |g(τ)|, el cambio relativo en la aceleración |g′(τ)/g(τ)| durante el
tiempo necesario para detectar una part́ıcula de la enerǵıa caracteŕıstica de ese
espectro, 1/|g(τ)|, debe ser pequeño. En este caṕıtulo encontraremos el régimen
adiabático precisamente como la aproximación de orden cero de una expansión
asintótica general, que denominaremos “expansión adiabática”. Se trata de una
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expansión en potencias de las derivadas de g(τ) para un tipo particular de tra-
yectorias: las trayectorias rectiĺıneas con aceleración variable. Como hemos dicho,
encontraremos el espectro térmico con temperatura proporcional a la aceleración
en el orden más bajo. Es fácil ver que este resultado, aunque en un contexto
diferente, está ı́ntimamente relacionado con el resultado del espectro térmico que
encontramos a través de la función de temperatura efectiva en la sección 2.2. El
resto de términos serán correcciones debidas a la no adiabaticidad, y serán de
mayor importancia cuanto más nos alejemos del régimen adiabático.

3.1. Trayectorias rectiĺıneas con aceleración va-

riable

Las trayectorias rectiĺıneas con aceleración variable tienen una ventaja im-
portante: las ecuaciones de las coordenadas como funciones del tiempo propio se
pueden escribir expĺıcitamente, de forma sencilla, en términos de la aceleración
lineal propia g(τ) en cada instante (ver, por ejemplo, las referencias [53, 54]). Con-
siderando, por simplificar, una trayectoria rectiĺınea paralela al eje x, tenemos las
ecuaciones

t(τ) = t0 +

∫ τ

τ0

dτ ′ coshχ(τ ′),

x(τ) = x0 +

∫ τ

τ0

dτ ′ sinhχ(τ ′), (3.1)

y = y0, z = z0,

donde

χ(τ) := χ0 +

∫ τ

τ0

dτ ′g(τ ′). (3.2)

Los valores (t0, x0, y0, z0) son las coordenadas iniciales en el instante τ = τ0.
La velocidad inicial en ese instante es (coshχ0, sinhχ0, 0, 0). Al haber escogido
una trayectoria paralela al eje x, hemos fijado cinco de los diez parámetros que
caracterizan una transformación de Poincaré general entre los posibles sistemas de
referencia inerciales arbitrarios en los que describir la trayectoria. Los otros cinco
parámetros son (t0, x0, y0, z0, χ0). Como la función respuesta es, por supuesto,
invariante Poincaré, dicha función no depende ni de los parámetros fijados ni,
como veremos, de los libres.

Trayectorias descritas de esta forma también se utilizan en [55], donde también
se estudia la respuesta de un detector de Unruh-DeWitt con aceleración variable.
Sin embargo, la elección de la “variable temporal” respecto a la cual se define la
función respuesta en estos trabajos difiere de la nuestra y, de hecho, da lugar a una
dependencia de dicha función que no respeta la causalidad: El detector, tras haber
permanecido en una trayectoria inercial durante todo el tiempo pasado, podŕıa
eventualmente detectar una part́ıcula solo por “estar preparado” para acelerar
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un tiempo después de la detección. Debido a esta no causalidad en el cálculo, sus
resultados no son directamente comparables con los que aqúı presentamos.

Insertando la trayectoria dada por (3.1) y (3.2) en la función de Wightman
regularizada (2.25), tenemos la expresión

W (τ + s, τ ; g] =
1

4π2s2
− 1

4π2





[∫ s

0

ds′ cosh

(∫ s′

0

ds′′g(τ + s′′)

)]2

−
[∫ s

0

ds′ sinh

(∫ s′

0

ds′′g(τ + s′′)

)]2


−1

. (3.3)

Por conveniencia, hemos escrito expĺıcitamente la dependencia funcional con la
aceleración g entre los argumentos de la función de Wightman regularizada. Debe
notarse que, como adelantamos, ninguna de las condiciones iniciales aparece en
esta última expresión.

3.2. Expansión adiabática de la función respues-

ta

La función respuesta (2.24) y la función de Wightman regularizada (3.3),
formalmente, son suficientes para calcular completamente el valor de la función
respuesta en el caso de una aceleración lineal arbitraria g(τ). Sin embargo, ex-
cepto para aceleraciones con una dependencia temporal muy simple, debido a las
integrales involucradas en las expresiones no es posible calcular expĺıcitamente
ni tan siquiera la función de Wightman regularizada (3.3). En lugar de intentar
obtener resultados expĺıcitos, lo que haremos será, como ya dijimos, utilizar las
expresiones (2.24) y (3.3) para calcular una expansión adiabática de la función
respuesta. Esta expansión dará una aproximación tan buena como se quiera al
valor exacto de la función respuesta en el ĺımite en el que la aceleración vaŕıa de
forma suficientemente lenta.

Debe notarse que, para calcular el valor de R(ω, τ), debemos conocer toda la
historia pasada de la trayectoria del detector, a través de la función g(τ ′), τ ′ ≤ τ .
Como veremos, en el marco de la expansión adiabática podemos calcular ade-
cuadamente la función respuesta usando únicamente propiedades locales de la
trayectoria en el instante τ . Para ello, asumiremos que la función g(τ ′) es una
función real anaĺıtica, al menos para τ ′ ≤ τ . Para obtener una expansión en serie
asintótica de la función respuesta, introduciremos un parámetro auxiliar α, y de-
finiremos una función auxiliar W̄ de la siguiente forma: En primer lugar, hacemos
la sustitución

g(τ ′)→ g(α(τ ′ − τ) + τ) (3.4)

en la expresión formal de la función de Wightman regularizada (3.3), de manera
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que

W̄ (τ + s, τ, α; g] :=
1

4π2s2
− 1

4π2





[∫ s

0

ds′ cosh

(∫ s′

0

ds′′g(τ + αs′′)

)]2

−
[∫ s

0

ds′ sinh

(∫ s′

0

ds′′g(τ + αs′′)

)]2


−1

.

(3.5)

Es evidente que la función regularizada de Wightman original se obtiene de esta
función auxiliar fijando α = 1. A continuación, podemos encontrar un desarrollo
en serie formal para la función (3.5) en potencias de α. Los coeficientes de esta
expansión dependerán de s y de derivadas de orden cada vez mayor de g(τ ′),
evaluadas en τ ′ = τ . Expĺıcitamente,

W̄ (τ + s, τ, α; g] = W0(s, g(τ)) +W1(s, g(τ), g
′(τ))α

+W2(s, g(τ), g
′(τ), g′′(τ))α2 + . . . , (3.6)

donde

W0(s, g(τ)) := ĺım
α→0+

W̄ (τ + s, τ, α; g],

Wn(s, g(τ), g
′(τ), . . . , g(n)(τ)) :=

1

n!

∂nW̄ (τ + s, τ, α; g]

∂αn

∣∣∣∣
α→0+

, n ≥ 1. (3.7)

Una vez hemos hecho esta expansión en potencias de α, evaluamos formal-
mente la expresión en α = 1 para recobrar el valor original de la función de
Wightman regularizada en (3.3) [lo cual es inmediato de (3.5)], pero escrito en
forma de serie asintótica

W (τ + s, τ ; g] ∼ W0(s, g(τ)) +W1(s, g(τ), g
′(τ))

+W2(s, g(τ), g
′(τ), g′′(τ)) + . . . . (3.8)

Finalmente, calcularemos (de nuevo, formalmente) la integral que aparece en
la función respuesta (2.24) término a término usando (3.8). Es claro que cada
término en la serie es integrable. Primero, para cada valor de s, el objeto W̄ (τ +
s, τ, α; g] es una función real anaĺıtica de α, y por tanto los coeficientes Wn son
finitos para cada s. Y segundo, todos los coeficientes tienden a cero para s→ −∞
más rápido que 1/s2 ya que, para α suficientemente pequeña en la expansión (3.6),
tomar un número finito de términos en la serie en α ofrece una aproximación
arbitrariamente buena a W̄ (τ + s, τ, α; g], que de hecho se anula en dicho ĺımite
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3.2. Expansión adiabática de la función respuesta

más rápido que 1/s2, como es fácil de comprobar. Tenemos entonces que

R(ω, τ) ∼ R0(ω, g(τ)) +R1(ω, g(τ), g
′(τ))

+R2(ω, g(τ), g
′(τ), g′′(τ)) + . . . , (3.9)

donde

Rn(ω, g(τ), g
′(τ), . . . , g(n)(τ)) := 2

∫ 0

−∞

ds cos(ωs)Wn(s, g(τ), g
′(τ), . . . , g(n)(τ)).

(3.10)
La expresión (3.9) es lo que denominaremos expansión adiabática de la función
respuesta. Debemos remarcar que no se trata de una expansión a tiempos cortos
en torno a τ , ni una expansión a altas enerǵıas, aunque con esta última guarde
alguna relación (como veremos a continuación).

En particular, los primeros cuatro coeficientes de la expansión adiabática se
pueden escribir (con la notación ω̂ := ω/|g(τ)|) como

R0 (ω, g(τ)) =|g(τ)|
ω̂

2π

1

e2πω̂ − 1
,

R1 (ω, g(τ), g
′(τ)) = g(τ)

[
g′(τ)

g(τ)2
f1,1(ω̂)

]
,

R2 (ω, g(τ), g
′(τ), g′′(τ)) =|g(τ)|

[
g′′(τ)

g(τ)3
f2,1(ω̂) +

g′(τ)2

g(τ)4
f2,2(ω̂)

]
,

R3 (ω, g(τ), g
′(τ), g′′(τ), g′′′(τ)) = g(τ)

[
g′′′(τ)

g(τ)4
f3,1(ω̂) +

g′(τ)g′′(τ)

g(τ)5
f3,2(ω̂)

+
g′(τ)3

g(τ)6
f3,3(ω̂)

]
, (3.11)

donde fi,j(ω̂) son funciones adimensionales de la variable adimensional ω̂.1 El
primer término es simplemente el espectro térmico con temperatura proporcional
a la aceleración T = |g(τ)|/(2πkB). Es decir, como ya adelantamos, recobramos el
espectro térmico caracteŕıstico del efecto Unruh como aproximación de orden cero
en la expansión adiabática. Debe notarse que R0 solo depende de la aceleración,
en tanto que R1 depende también de la primera derivada de esta, R2 también
de la segunda derivada, etc. Más aún, R0 únicamente depende del valor absoluto
de la aceleración. Esto es esperable, ya que el signo de la aceleración g(τ) por
śı mismo no tiene ningún significado f́ısico en el espacio-tiempo de Minkowski.
Sin embargo, el término R1 depende del signo del cociente g

′(τ)/g(τ). Este signo
śı tiene un significado f́ısico: indica aceleración creciente o decreciente. Este es el
motivo por el que en el término R0 aparece multiplicando |g(τ)|, mientras que
en el término R1 aparece g(τ). Esta dependencia con el signo se alterna entre los

1El número de funciones fi,n(ω̂) que aparecen en el término n de la serie está dado por la
función de partición p(n), es decir, el número de formas posibles de sumar n mediante suma de
números enteros positivos.
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Caṕıtulo 3. Expansión adiabática en espacio-tiempo plano

términos pares y los impares. Aparte de este factor, las cantidades entre corchetes
en (3.11) son sumas de funciones adimensionales multiplicadas por potencias de
las cantidades adimensionales {g(l)(τ)/g(τ)l+1}.

Las expresiones expĺıcitas para las tres primeras funciones fi,j(ω̂) son

f1,1(ω̂) =−
1

4π2

[
1 + 2ω̂F (ω̂) + ω̂2G(ω̂)

]
,

f2,1(ω̂) =−
ω̂

24 sinh4(πω̂)

{
ω̂
[(
3 + 4π2

)
+
(
−3 + 2π2

)
cosh(2πω̂)

]

−3π sinh(2πω̂)} ,

f2,2(ω̂) =
1

12 sinh2(πω̂)

{
πω̂
[(
−8 + ω̂2

(
1− 3π2

))
coth(πω̂)

−9πω̂ (−2 + πω̂ coth(πω̂)) sinh−2(πω̂)
]

3ω̂2
(
−3 + 4π2

)
− 1
}
, (3.12)

donde hemos definido las funciones

F (ω̂) :=

∫ 0

−∞

du
u sin(ω̂u)

1− e−u
, G(ω̂) :=

∫ 0

−∞

du
u2 cos(ω̂u)

1− e−u
. (3.13)

La evaluación expĺıcita de estas integrales da lugar a fórmulas en términos de
derivadas de la función digamma ψ(x) := Γ′(x)/Γ(x):

F (ω̂) =
i

2
[ψ′(1− iω̂)− ψ′(1 + iω̂)] ,

G(ω̂) =
1

2
[ψ′′(1− iω̂) + ψ′′(1 + iω̂)] . (3.14)

En la figura 3.1, se muestran los valores de las tres primeras funciones fi,j(ω̂),
junto al espectro térmico normalizado R0(ω, g(τ))/|g(τ)|. Debe notarse que todos
los términos que contribuyen a la serie adiabática tienen una forma bien definida
como funciones de la cantidad ω̂. Cambiar las derivadas de g(τ) únicamente au-
menta o disminuye la contribución de cada término al resultado final, pero no su
forma. Es decir, podemos considerar la función respuesta total como una super-
posición de diferentes espectros. El primero es el espectro térmico. Los siguientes
tienen distintas formas, y su contribución es proporcional a diferentes potencias
de los cocientes {g(l)(τ)/g(τ)l+1}. Esto puede parecer trivial, ya que lo que he-
mos hecho desde el principio no es más que una expansión en potencias de las
derivadas de g(τ). Sin embargo, debe notarse que cada coeficiente fi,j(ω̂) es un
espectro bien definido, sin polos y que tiende a anularse en el ĺımite ω̂ →∞ (sin
catástrofe ultravioleta).

Finalmente, es necesario decir que, en general, no se puede garantizar la con-
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Figura 3.1: Valores de R0(ω, g(τ))/|g(τ)| (el espectro térmico normalizado, ĺınea continua),
f1,1(ω̂) (ĺınea discontinua), f2,1(ω̂) (ĺınea punteada) y f2,2(ω̂) (ĺınea punto-raya), como funciones
de ω̂.

vergencia matemática de la serie adiabática (3.9), ya que hemos integrado for-
malmente la expansión de la función de Wightman (3.8) sin ningún conocimiento
acerca de su convergencia. Lo único que puede afirmarse es que se trata de una
serie asintótica en las cantidades adimensionales {g(l)(τ)/g(τ)l+1}.

3.3. Comportamiento en altas enerǵıas

Todos los términos Rn(ω, g(τ), g
′(τ), . . . , g(n)(τ)), y por tanto todas las fun-

ciones fi,j(ω̂), tienden a cero para ω → ∞, como puede verse fácilmente de su
expresión integral (3.10). A continuación, estudiaremos en detalle el comporta-
miento de esta cáıda a altas enerǵıas. Las integrales en (3.10), que definen la
expansión adiabática (3.9), tienen el siguiente comportamiento asintótico en serie
de potencias de 1/ω, para ω →∞ [29, 56]:

Rn

(
ω, g(τ), g′(τ), . . . , g(n)(τ)

)

∼ 2
∞∑

m=1

(
− 1

ω2

)m
W (2m−1)
n

(
0, g(τ), g′(τ), . . . , g(n)(τ)

)
, (3.15)

donde, utilizando las expresiones (3.7) para las funcionesWn, los coeficientesW
(l)
n

de esta expansión pueden escribirse como

W (l)
n

(
0, g(τ), g′(τ), . . . , g(n)(τ)

)
=

1

n!

∂l

∂sl
∂n

∂αn
W̄ (τ + s, τ, α; g]

∣∣∣∣
α→0+

∣∣∣∣
s=0

,

(3.16)
donde l = 2m− 1 es siempre impar. A continuación, utilizando la expresión para
la función auxiliar W̄ (τ + s, τ, α; g] en (3.5), es fácil ver que esta función tiene la
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Caṕıtulo 3. Expansión adiabática en espacio-tiempo plano

siguiente propiedad de escala:

Q2W̄ (τ +Qs, τ, α; g] = W̄ (τ + s, τ, Qα;Qg], Q ∈ R. (3.17)

Utilizando esta propiedad para el valor concreto Q = −1, y teniendo en cuenta
la invariancia del funcional W̄ ante el cambio g → −g, encontramos el siguiente
resultado:

W (l)
n

(
0; g(τ), g′(τ), . . . , g(n)(τ)

)
= 0, para n+ l impar. (3.18)

Es decir, cualquier “combinación impar” de derivadas respecto a s y a α se anula
al evaluarla en s = 0 y α → 0+. Teniendo en cuenta que en la expansión (3.15)
todas las derivadas respecto a s son impares (l impar), se concluye que todos
los términos en la expansión se cancelan para n par. Es decir, los términos pares
en la expansión adiabática (3.9) caen a cero más rápido que cualquier potencia
inversa de ω en el ĺımite de altas enerǵıas. Por otra parte, el comportamiento
en este ĺımite de los términos impares en (3.9) solo contendrá potencias inversas
pares de ω.

También gracias a la propiedad de escala (3.17), podemos mostrar que los

coeficientesW
(l)
n se anulan para l < n. Con el fin de obtener este resultado, se debe

notar primeramente que el orden en el que se toman las derivadas con respecto
a s y α, y por tanto las evaluaciones en s = 0 y α → 0+, en la ecuación (3.16),
pueden intercambiarse entre śı, ya que estamos considerando funciones anaĺıticas
reales g(τ), y por tanto W̄ (τ + s, τ, α; g] también es anaĺıtica. A continuación,
comprobamos que la cantidad ∂lW̄/∂sl|s=0 es un polinomio en α de grado l o
menor. Consideremos una constante arbitraria no nula T con dimensiones de
tiempo. En efecto, tenemos que

∂lW̄ (τ + s, τ, α; g]

∂sl

∣∣∣∣
s=0

=
∂lW̄ (τ + (q/T )s, τ, α; g]

∂sl

∣∣∣∣
s=0

∣∣∣∣
q=T

=
∂lW̄ (τ + (q/T )s, τ, α; g]

∂ql

∣∣∣∣
q=0

∣∣∣∣∣
s=T

=
∂l

∂ql

[(
T

q

)2

W̄ (τ + s, τ, (q/T )α; (q/T )g]

]

q=0

∣∣∣∣∣∣
s=T

.

(3.19)

La cantidad final es claramente un polinomio en α de grado l o inferior. Teniendo
en cuenta que, según la expresión deW

(l)
n en (3.16), cada coeficiente es proporcio-

nal a la derivada n-ésima de (3.19) respecto de α, necesariamente debe anularse
para l < n. Esto significa que la expansión del término n de la expansión adiabáti-
ca, Rn

(
ω, g(τ), g′(τ), . . . , g(n)(τ)

)
, en potencias inversas de ω comenzará en el

término ω−(n+1). Por tanto, la expansión adiabática hasta orden n nos da au-

84



3.3. Comportamiento en altas enerǵıas

tomáticamente la expansión a altas enerǵıas hasta orden n + 1. Esta relación es
natural, puesto que el comportamiento en enerǵıas más altas dependerá de for-
ma más crucial solo de lo que suceda en intervalos más cortos de tiempo. Y un
intervalo corto de tiempo “representa” mejor lo que sucede a intervalos largos de
tiempo cuanto más lenta sea la evolución de la aceleración, es decir, cuanto me-
jor se ajuste la expansión adiabática. Esto conecta conceptualmente la expansión
adiabática con la expansión a altas enerǵıas.

En particular, hasta cuarto orden, el comportamiento a altas enerǵıas es

R1 (ω, g(τ), g
′(τ)) ∼ g(τ)g′(τ)

24π2
ω−2 +

g(τ)3g′(τ)

40π2
ω−4 +O(ω)−6,

R3 (ω, g(τ), g
′(τ), g′′(τ), g′′′(τ))

∼ − 1

12π2

(
g(τ)g′′′(τ)

5
+
g′(τ)g′′(τ)

2

)
ω−4 +O(ω)−6. (3.20)

Sumando, obtenemos

R (ω, τ) ∼ g(τ)g′(τ)

24π2
ω−2

+
1

4π2

(
g(τ)3g′(τ)

10
− g(τ)g′′′(τ)

15
− g′(τ)g′′(τ)

6

)
ω−4 +O(ω)−6.

(3.21)

El primer término en la expansión coincide con el que se encuentra en las referen-
cias [28, 29], mientras que en la referencia [57] se encuentran términos hasta sexto
orden en la expansión, los cuales igualmente coinciden con los aqúı encontrados.

Es conveniente hacer un último comentario respecto a la expansión en al-
tas enerǵıas. En la referencia [29], se demuestra que, para un detector acoplado
mediante una función de encendido suave y de soporte compacto (como las que
utilizamos en la sección 2.1.3) la función respuesta decae más rápido que cualquier
potencia de ω en el ĺımite ω → ∞. Por tanto, puede parecer que la expansión a
altas enerǵıas que hemos encontrado aqúı es un artefacto que se debe a un tiem-
po de encendido infinito, y a un apagado brusco. Esto es cierto si se considera la
expansión en potencias como la tendencia de la función respuesta para enerǵıas
arbitrariamente altas. Como se menciona en [29], el comportamiento como poten-
cia inversa siempre será suplantado por un régimen de cáıda mucho más rápido
en este ĺımite, cuando el detector se enciende y apaga “adecuadamente” (véase
también la referencia [14]). No obstante, siempre se puede emplear la expansión
en altas enerǵıas como herramienta para calcular la función respuesta de una
frecuencia dada ω con precisión arbitraria. Si se recuerdan las consideraciones
hechas en la sección 2.1.3, siempre que se tenga la seguridad de que los efectos
debido al proceso de encendido y apagado son despreciables respecto a la preci-
sión requerida, el uso de la serie de potencias está perfectamente justificado y,
como veremos a continuación en un ejemplo, da una aproximación válida a la
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función respuesta del detector.

3.4. Resultados numéricos

Consideraremos a continuación un caso particular de aceleración propia en
función del tiempo propio g(τ), dada por

g(τ) =
1

2

[
1 + tanh

( τ

∆τ

)]
. (3.22)

El detector comienza sin aceleración en el pasado asintótico, a continuación co-
mienza a incrementar su aceleración suavemente y, tras un periodo transitorio de
duración ∆τ , aproximadamente, en tiempo propio, tiende asintóticamente a al-
canzar una aceleración final que normalizamos al valor 1 (lo cual termina de fijar
un sistema completo de unidades naturales para el problema). Debe notarse que
el parámetro ∆τ está muy relacionado con el (inverso del) parámetro α utilizado
para obtener la expansión adiabática.

Para esta dependencia particular de la aceleración, puede encontrarse anaĺıti-
camente la función de Wightman regularizada (2.25) con la ayuda de software
de manipulación simbólica (en este caso, se utilizó Mathematica). Sin embargo,
la función respuesta debe ser calculada numéricamente, lo cual se consigue con
una precisión muy alta (para los valores de ∆τ considerados), por lo que pode-
mos comparar los resultados obtenidos directamente de la integración numérica
de la función respuesta (2.24) con los resultados obtenidos mediante la expansión
adiabática. En este sentido, describiremos dos escenarios: aceleración de evolución
lenta y de evolución rápida.

3.4.1. Aceleración de evolución lenta

Para este caso, consideraremos el valor numérico ∆τ = 1000, de manera que
la aceleración vaŕıa de forma muy lenta (en comparación con la escala de tiempo
fijada por su valor final, igual a 1). En las figuras 3.2–3.5, mostramos la depen-
dencia de la función respuesta R(ω, τ) con el tiempo propio para distintos valores
de ω. Dibujamos tres cantidades: el resultado numérico, la aproximación de orden
cero en la expansión adiabática (es decir, lo que se obtendŕıa si en todo instan-
te se detectase únicamente un baño térmico con temperatura proporcional a la
aceleración), y la aproximación de tercer orden en la expansión adiabática.

En primer lugar, vemos que, para todas las enerǵıas consideradas, el ajuste
de la expansión adiabática hasta el tercer orden es perfecto. Por otra parte, pa-
ra enerǵıas bajas (al menos hasta la enerǵıa caracteŕıstica del espectro térmico
final ω ≈ 1), la coincidencia con el espectro térmico es prácticamente perfec-
ta, en tanto que para altas enerǵıas ambos resultados comienzan a separarse,
hasta resultar completamente diferentes. Esto puede resultar sorprendente, te-
niendo en cuenta lo dicho en la sección anterior: La expansión adiabática hasta
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Figura 3.2: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω → 0 y ∆τ = 1000. Los pun-
tos son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua (totalmente cubierta por la
continua) la aproximación adiabática hasta
tercer orden.
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Figura 3.3: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω = 1 y ∆τ = 1000. Los pun-
tos son la solución numérica, la ĺınea conti-
nua es la aproximación de espectro térmico, y
la ĺınea discontinua (casi totalmente cubierta
por la continua) la aproximación adiabática
hasta tercer orden.

-1000 -500 0 500 1000 1500 2000

0

2.´ 10-7

4.´ 10-7

6.´ 10-7

8.´ 10-7

Τ

R
HΤ
L

Figura 3.4: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω = 2 y ∆τ = 1000. Los pun-
tos son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua la aproximación adiabática
hasta tercer orden.
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Figura 3.5: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω = 3 y ∆τ = 1000. Los pun-
tos son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua la aproximación adiabática
hasta tercer orden.
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orden n coincide con la expansión a altas enerǵıas hasta orden n+ 1, por lo que
la aproximación de espectro térmico (de orden cero) debeŕıa resultar mejor a
altas enerǵıas. En particular, la aproximación adiabática a orden cero debeŕıa ser
exacta para enerǵıas arbitrariamente altas. Tal afirmación es cierta, pero senci-
llamente porque tanto la aproximación como el resultado exacto se anulan en ese
ĺımite. Pero es cierta para la diferencia absoluta entre ambas cantidades. Y lo
que nos muestran las figuras 3.2–3.5 es la diferencia relativa, en comparación con
la magnitud del resultado exacto (ténganse en cuenta los valores numéricos en
el eje vertical). Y, si bien la diferencia absoluta entre el resultado numérico y la
aproximación de espectro térmico es mayor para enerǵıas arbitrariamente bajas
(figura 3.2) que para ω = 3 (figura 3.5), en un sentido relativo la diferencia es
despreciable para bajas enerǵıas, en tanto que para altas enerǵıas es mucho más
importante. Más aún, para enerǵıas del orden de ω ≈ 3, es la contribución del es-
pectro térmico la que es despreciable respecto a contribuciones de orden superior.
En particular, la forma “de campana” que aparece en la figura correspondiente,
se debe, prácticamente en su totalidad, al primer término en la expansión a altas
enerǵıas (3.21), proporcional a g(τ)g′(τ).

Finalmente, debe notarse que en los ĺımites τ → ±∞ las tres curvas convergen
en todas las figuras. Esto es esperable, ya que en esas regiones la aceleración se
acerca a valores constantes, por lo que la aproximación de espectro térmico tiende
a ser exacta.

3.4.2. Aceleración de evolución rápida

A continuación, consideraremos el valor numérico ∆τ = 5 (figuras 3.6–3.9).
En este caso, nos encontramos mucho más lejos del régimen adiabático. En con-
traste con el caso anterior, incluso para enerǵıas arbitrariamente bajas, se obser-
van claramente las desviaciones respecto a la respuesta térmica. La aproximación
adiabática hasta tercer orden falla para bajas enerǵıas, pero sigue siendo prácti-
camente exacta para enerǵıas altas. Aqúı, las diferencias con la aproximación a
tercer orden son mayores para bajas enerǵıas también en un sentido relativo. Es-
to concuerda, una vez más, con el hecho de que la expansión adiabática nos da,
“por el mismo precio”, la expansión a altas enerǵıas. Es conveniente también no-
tar cómo en la figura 3.6 la aproximación a tercer orden resulta una aproximación
peor al resultado numérico que la aproximación a orden cero. Esto es algo espe-
rable al alejarnos del régimen adiabático, puesto que estamos tratando con series
asintóticas, sin ninguna garant́ıa de convergencia. En tal caso, debeŕıa aplicarse
la regla del truncamiento óptimo para obtener el resultado más preciso posible
al sumar la serie. Aqúı, sin embargo, hemos representado las mismas cantidades
que en el caso anterior (el caso de evolución lenta), puesto que no estamos tan
interesados en conocer el espectro concreto para esta historia de aceleración (que
ya conocemos numéricamente) como en conocer el comportamiento de la propia
expansión adiabática.
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Figura 3.6: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω → 0 y ∆τ = 5. Los puntos
son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua la aproximación adiabática
hasta tercer orden.
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Figura 3.7: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω = 0.5 y ∆τ = 5. Los puntos
son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua la aproximación adiabática
hasta tercer orden.
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Figura 3.8: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω = 1 y ∆τ = 5. Los puntos
son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua la aproximación adiabática
hasta tercer orden.

-4 -2 0 2 4 6 8 10

0

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

0.00006

0.00007

Τ

R
HΤ
L

Figura 3.9: Función respuesta como fun-
ción de τ para ω = 2 y ∆τ = 5. Los puntos
son la solución numérica, la ĺınea continua
es la aproximación de espectro térmico, y la
ĺınea discontinua la aproximación adiabática
hasta tercer orden.
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Caṕıtulo 4

Percepción de la radiación de

Hawking

En este caṕıtulo estudiaremos en profundidad cómo perciben la radiación de
Hawking diferentes observadores en el exterior de un agujero negro de Schwarzs-
child, según las distintas trayectorias seguidas por los mismos. Como ya hicimos
en la sección 1.2, nos centraremos en el sector radial de la geometŕıa, de forma que
trabajaremos en 1+1 dimensiones. Utilizaremos para este estudio la herramienta
introducida en la sección 2.2: la función de temperatura efectiva κ(u) definida
en (2.35), aplicando tal herramienta al estudio de la percepción de la radiación
por distintos observadores, y analizando además su rango de validez, mediante
la comprobación del cumplimiento de la que denominamos condición adiabática.
Los distintos tipos de observadores estudiados serán: observadores estáticos en un
radio, observadores en cáıda libre desde el infinito, y observadores en cáıda libre
desde un radio finito.

Como novedad, introduciremos un estado de vaćıo que no es ninguno de los
estados estacionarios habituales (Boulware, Unruh o Hartle-Hawking), sino un
estado no estacionario que denominaremos vaćıo de colapso. Este vaćıo interpola
de forma suave entre el vaćıo de Boulware en el pasado asintótico y el vaćıo de
Unruh en el futuro asintótico. Con este vaćıo, se busca imitar el proceso de en-
cendido de la radiación de Hawking en un proceso de colapso real. Entre otros
resultados f́ısicos, encontramos uno que ya adelantamos anteriormente: los obser-
vadores en cáıda libre al agujero negro, en general, no detectan vaćıo al cruzar
el horizonte de sucesos. Muy al contrario, detectan una radiación que, si bien no
es térmica, es en cualquier caso no nula, siendo su temperatura efectiva cuatro
veces mayor que la temperatura asintótica de la radiación de Hawking (1.82).

4.1. Elección del estado de vaćıo

Estamos interesados en analizar cómo es percibida la radiación de Hawking
por distintos observadores en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como sabemos,
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para tener radiación de Hawking necesitamos en primer lugar seleccionar un es-
tado de vaćıo adecuado. En lugar de hacer la elección obvia del vaćıo de Unruh,
elegiremos como estado de vaćıo un estado no estacionario que interpola entre el
vaćıo de Boulware (sin radiación) en el pasado asintótico, y el vaćıo de Unruh
en el futuro asintótico. Este estado dinámico (o no estacionario) en la métrica de
Schwarzschild permite analizar cualitativamente lo que sucedeŕıa en un proceso
de colapso, en el cual se genera un agujero negro a partir de un espacio-tiempo
que inicialmente es (casi) Minkowski, sin tener que elegir un modelo clásico de
colapso particular. Al contrario de lo que sucede en el vaćıo de Unruh, en es-
ta situación la radiación de Hawking no estará presente inicialmente, sino que
aparecerá tras un determinado transitorio de encendido (que correspondeŕıa al
momento de formación del agujero negro).

Para imponer este estado de vaćıo al campo cuántico, consideraremos un ob-
servador que sigue una geodésica radial de género tiempo correspondiente a una
cáıda libre al agujero negro desde el infinito espacial. Calcularemos entonces cómo
etiqueta este observador de forma natural los distintos rayos (trayectorias nulas)
salientes que se encuentra en su camino al horizonte de sucesos. Es decir, cuál es
la coordenada nula, que denotaremos U , asociada a los modos normales naturales
para este observador. Por conveniencia, para definir uńıvocamente U la expresa-
remos como función de la coordenada nula de Eddington-Finkelstein ū := t− r∗.1
Los modos U , naturales para este observador, serán entonces los que definan el
vaćıo en el que trabajaremos, que denotaremos |0col〉.

Calculemos primeramente las trayectorias geodésicas radiales de género tiem-
po resolviendo la ecuación de las geodésicas

d2r

dτ 2
= −Γrrr

(
dr

dτ

)2

− Γrtt

(
dt

dτ

)2

. (4.1)

Para ello, tendremos también en cuenta la relación

(
dt

dτ

)2

=

(
1− 2M

r

)−1 [
1 +

(
1− 2M

r

)−1(
dr

dτ

)2
]
, (4.2)

que se sigue del elemento de ĺınea en la métrica reducida a 1+1 dimensiones (1.59)
(de forma equivalente, podŕıamos haber usado directamente un principio varia-
cional sobre el intervalo espacio-temporal). Aqúı, τ es el tiempo propio de la
trayectoria, y Γrrr, Γ

r
tt son los únicos śımbolos de Christoffel no nulos relevantes

para el cálculo de geodésicas radiales:

Γrrr = −
M

r2

(
1− 2M

r

)−1
, Γrtt =

M

r2

(
1− 2M

r

)
. (4.3)

1En el caṕıtulo 5 se comprenderá que esta es una elección especialmente acertada.
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Reemplazando su valor en la ecuación de las geodésicas se tiene

d2r

dτ 2
= −M

r2
, (4.4)

ecuación que recuerda a la expresión de la fuerza gravitacional de Newton. Inte-
grando un vez, obtenemos

dr

dτ
=−

√
2M

r

(
1− r

r0

)1/2

, (4.5)

dt

dτ
=

(
1− 2M

r

)−1(
1− 2M

r0

)1/2

, (4.6)

donde utilizamos el radio r0 para el cual se anula la velocidad como constante de
integración.

De momento, estamos interesados en describir una trayectoria en cáıda libre
que comienza en el infinito espacial, lo cual significa que r0 → ∞. Integrando
entonces la ecuación radial (4.5) obtenemos

r =

[
3
√
2M

2
(τ0 − τ)

]2/3
, (4.7)

siendo τ0 una constante de integración. Debe notarse que τ recorre los valores
desde −∞ hasta τ0, momento en el que la trayectoria alcanza la singularidad
en r = 0. Antes, en τ = τ0 − 4M/3, la trayectoria cruza el horizonte de sucesos.
También podemos encontrar el comportamiento de la coordenada temporal t con
respecto a τ . De hecho, dividiendo las ecuaciones (4.5) y (4.6) (con r0 → ∞),
obtenemos

dr

dt
= −

√
2M

r

(
1− 2M

r

)
, (4.8)

la cual se puede integrar directamente, resultando

t = t0 − 4M

[√
r

2M
+
1

3

( r

2M

)3/2
+
1

2
log

(√
r/(2M)− 1√
r/(2M) + 1

)]
, (4.9)

donde t0 es una constante de integración. Para encontrar la relación t(τ), susti-
tuimos la relación (4.7) obtenida para r(τ) en esta expresión:

t = t0 − 4M

{[
3(τ0 − τ)

4M

]1/3
+
τ0 − τ

4M
+
1

2
log

[
(3(τ0 − τ)/4M)1/3 − 1

(3(τ0 − τ)/4M)1/3 + 1

]}
.

(4.10)

Teniendo el par (t, r) como función del tiempo propio τ en (4.7) y (4.10),
podemos finalmente escribir la coordenada nula de Eddington-Finkelstein ū =
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t− r∗ también como función de τ :

ū = t0 − 4M

{[
3(τ0 − τ)

4M

]1/3
+
1

2

[
3(τ0 − τ)

4M

]2/3
+
τ0 − τ

4M

+ log

[(
3(τ0 − τ)

4M

)1/3

− 1

]}
. (4.11)

El observador que sigue esta trayectoria utiliza de forma natural su tiempo
propio τ para etiquetar los distintos rayos salientes que encuentra; es decir, puede
hacer la asignación U(ū) = τ(ū) dada por la inversa de (4.11) a cada rayo salien-
te ū = const con el que se cruza en el tiempo propio τ . Definiendo UH := τ0−4M/3
y escogiendo las constantes t0 = τ0 de forma que las coordenadas nulas U y ū
coincidan en ū→ −∞, la relación final entre ambas coordenadas es

ū(U) = UH +
4M

3
− 4M

{[
3

4M
(UH − U) + 1

]1/3

+
1

2

[
3

4M
(UH − U) + 1

]2/3
+
1

3

[
3

4M
(UH − U) + 1

]

+ log

[(
3

4M
(UH − U) + 1

)1/3

− 1

]}
. (4.12)

Debe notarse que, mientras el rango de validez de la coordenada ū es toda la recta
real (−∞,∞), el de la nueva coordenada U es únicamente (−∞, UH), donde UH

marca el instante en el que el observador en cáıda libre cruza el horizonte de
sucesos. Como ya hemos dicho, asociado a esta coordenada nula tenemos el estado
de vaćıo |0col〉, el cual será el objeto de nuestro análisis mediante la función de
temperatura efectiva.2

4.2. Observadores estáticos

Comenzaremos analizando cómo perciben el estado de vaćıo |0col〉 observado-
res estáticos situados en un radio fijo rs. Para ello, debemos encontrar la nueva
coordenada nula u asociada a los modos naturales para estos observadores. El
procedimiento para ello es análogo al empleado para definir la coordenada nu-
la U : resolver la trayectoria para los observadores (en este caso estáticos), escribir
la coordenada ū en función del tiempo propio τ , e identificar u = τ . De esta

2En principio, se podŕıa haber elegido otra función U(ū) que interpolase entre un régimen
lineal (vaćıo de Boulware) y uno exponencial (vaćıo de Unruh). Sin embargo, en general los
resultados seŕıan incluso cualitativamente muy diferentes en el transitorio, pudiendo presentar
comportamientos muy alejados de lo esperable. Como veremos, la elección de una trayectoria
de cáıda libre como forma de interpolación produce un transitorio suave y monótono.
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forma, obtenemos ū(u), que junto a la relación conocida ū(U) dada por (4.12),
nos permite construir (aunque sea de forma impĺıcita) la relación U(u). Y esta es
la relación que necesitamos para calcular la función de temperatura efectiva.

La trayectoria de un observador que mantiene constante su posición radial se
describe mediante las ecuaciones

r = rs = const, (4.13)

t =

(
1− 2M

rs

)−1/2
(τ − τ0), (4.14)

de manera que

ū =

(
1− 2M

rs

)−1/2
(τ − τ0)− r∗(rs), (4.15)

donde r∗(rs) es la coordenada tortuga [ecuación (1.60)] asociada al radio cons-
tante rs. Como en la sección anterior, hacemos ahora la identificación u = τ .
Salvo una constante aditiva irrelevante, obtenemos la relación ū(u) entre las dos
coordenadas nulas

ū(u) =

(
1− 2M

rs

)−1/2
u. (4.16)

Debe notarse que en este caso no podemos sincronizar ambas coordenadas nulas
en el pasado remoto, como hicimos con ū(U). Lo que impide tal cosa es el factor
de dilatación temporal gravitacional.

En este punto, ya podemos construir la relación U(u) que buscamos. La com-
plejidad de (4.12) no nos permite escribir la función expĺıcitamente, pero śı pode-
mos escribir su inversa, utilizando las relaciones ū(U) en (4.12) y ū(u) en (4.16):

u(U) =

(
1− 2M

rs

)1/2
{
UH +

4M

3
− 4M

[(
3

4M
(UH − U) + 1

)1/3

+
1

2

(
3

4M
(UH − U) + 1

)2/3

+
1

3

(
3

4M
(UH − U) + 1

)

+ log

((
3

4M
(UH − U) + 1

)1/3

− 1

)]}
. (4.17)

Podemos estudiar el comportamiento de esta relación en el pasado y el futuro
asintóticos, u → −∞ y u → ∞, respectivamente. En el pasado asintótico, el
término lineal en el miembro de la derecha de (4.17) es el más importante, y la
relación queda

U ≈
(
1− 2M

rs

)−1/2
u, u→ −∞. (4.18)

Teniendo en cuenta la definición de κ(u) en (2.35), es fácil ver que en este régimen
κ(u) = 0, por lo que el observador estático no percibe radiación alguna.
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Por el contrario, en el infinito futuro el comportamiento de U(u) está domi-
nado por el término logaŕıtmico en (4.17), por lo que la expresión aproximada
resultante es

U ≈ UH −
4M

3





[
exp

(
UH

4M
− 3

2
−
(
1− 2M

rs

)−1/2
u

4M

)
+ 1

]3
− 1





≈ UH − 4M exp

[
UH

4M
− 3

2
−
(
1− 2M

rs

)−1/2
u

4M

]
, u→∞. (4.19)

Esta expresión tiene directamente la ya conocida forma exponencial

U(u) = UH − Ae−κrsu, (4.20)

donde UH y A son constantes sin relevancia, y κrs es una constante dada por

κrs :=

(
1− 2M

rs

)−1/2
1

4M
. (4.21)

En estas condiciones, sabemos que κ(u) = κrs , y que el observador percibe un
espectro térmico con esta temperatura.3 Por tanto, para tiempos tard́ıos los ob-
servadores estáticos detectan radiación con la temperatura de Hawking 1/(4M)
multiplicada por un factor de corrimiento al azul gravitacional. Este factor es
igual a la unidad para los observadores en el infinito espacial, los cuales (como
ya es conocido) detectan la radiación con la temperatura de Hawking; y alcanza
valores arbitrariamente altos según el observador se encuentra en posiciones más
cercanas al horizonte de sucesos. Este resultado coincide con el obtenido en [17]
utilizando detectores de Unruh-DeWitt.

4.2.1. Resultados numéricos

A continuación describiremos la percepción de part́ıculas de uno de estos
observadores a lo largo de toda su trayectoria estática en el exterior del agujero
negro. De la definición de κ(u) dada en (2.35), es fácil comprobar que también
puede escribirse tal función como

κ(u) =
d2u

dU2

(
du

dU

)−2∣∣∣∣∣
U(u)

. (4.22)

3Con el fin de agilizar el lenguaje, a menudo nos referiremos a κ(u) directamente como
“temperatura”, si bien, como se ha repetido en numerosas ocasiones, solo puede hablarse de
temperatura bajo cumplimiento de la condición adiabática (como en este caso), y en tal caso la
verdadera temperatura del espectro está dada por la expresión T (u) = |κ(u)|/(2πkB) en (2.44).
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De esta forma, evaluando las derivadas podemos obtener una forma cerrada
de κ(u) en función de la relación impĺıcita U(u):

κ(u) =
1

4M

(
1− 2M

rs

)−1/2{
3

4M
[UH − U(u)] + 1

}−4/3
. (4.23)

Resolviendo numéricamente la relación U(u) a partir de (4.17), podemos mos-
trar κ(u) para diferentes observadores estáticos (figura 4.1). En las curvas resul-
tantes, se observa claramente cómo el estado de vaćıo es tal que en el pasado
no contiene part́ıculas, pero en un determinado periodo comienza a “calentarse”,
alcanzando una temperatura final asintótica. Como dijimos al comienzo, el estado
de vaćıo que hemos escogido en un espacio-tiempo estático reproduce cualitativa-
mente los resultados esperables en un escenario real de formación de un agujero
negro por colapso gravitacional. Solo cuando el agujero negro está muy cerca
de su formación se entra en el régimen asintótico exponencial (4.19), y la radia-
ción de Hawking aparece tal y como se describe habitualmente. Podemos estimar
cuándo sucede esto, pero para ello primero estudiaremos el comportamiento de
la condición adiabática, a fin de comprobar la validez del uso de la función de
temperatura efectiva.
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Figura 4.1: Temperatura efectiva como función de u para diferentes observadores estáticos
en rs = (3M, 4M, 10M, 20M) (ĺınea discontinua, punteada, punto-raya y continua, respecti-
vamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

4.2.2. Verificación de la condición adiabática

En la sección 2.2.2, donde analizamos la condición adiabática para la fun-
ción de temperatura efectiva, encontramos que el cumplimiento de esta condi-
ción puede expresarse localmente mediante la condición suficiente D∗ ≪ 1 [ecua-
ción (2.50)], siendo D∗ función de los valores de κ(u) y sus derivadas en un
punto dado u∗ [ecuación (2.46)]. Sin embargo, en la mayoŕıa de los casos es igual-
mente suficiente con tener en cuenta únicamente la primera derivada de κ(u),
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reduciéndose la condición al criterio más sencillo |κ̇∗|/κ2∗ ≪ 1 [ecuación (2.52)].
Para estudiar la validez de la condición adiabática a lo largo de las distintas
trayectorias de los observadores, en este caṕıtulo introducimos una función que
denominaremos función de control adiabática, dada por

ǫ(u) :=
1

κ(u)2

∣∣∣∣
dκ

du

∣∣∣∣ . (4.24)

En los intervalos en los que esta función verifique ǫ(u)≪ 1, la función κ(u) puede
interpretarse ineqúıvocamente como la temperatura del espectro de radiación per-
cibido por el observador en cuestión en cada instante. En los intervalos en los que
no se verifique este criterio, la función no tiene estrictamente tal interpretación.
Sin embargo, no dejará de ser un valor orientativo de la cantidad de part́ıculas
percibidas por el observador.

En el caso que nos ocupa (observadores estáticos), de las expresiones u(U)
en (4.17) y κ(u) en (4.23) obtenemos

ǫ(u) = 4

{[
3

4M
(UH − U(u)) + 1

]1/3
− 1

}
. (4.25)

Por tanto, ǫ(u) decae desde infinito en el pasado asintótico a cero cuando el
observador que fija el vaćıo alcanza el horizonte (U = UH), lo cual sucede en el
futuro asintótico para los observadores estáticos. Este comportamiento a tiempos
tard́ıos es consistente con el hecho de que la radiación de Hawking está finalmente
encendida entonces, de manera que la radiación que los observadores estáticos
detectan es perfectamente térmica. Por otra parte, en el pasado remoto, ǫ(u)
diverge. Sin embargo, esto es simplemente un artefacto procedente del hecho de
que κ(u) tiende a anularse en esa región, por lo que la condición adiabática pierde
su sentido: sencillamente, no hay radiación.

Podemos trazar numéricamente también ǫ(u) para las diferentes posiciones
estáticas (figura 4.2). Vemos que su valor decae hasta prácticamente anularse
cuando la temperatura alcanza el régimen asintótico.

Introducimos ahora dos tiempos de referencia. Por una parte, definimos el
instante de encendido Uig del agujero negro como aquel para el cual κ̈(u) = 0
(este criterio se basa en obtener el punto de inflexión de las curvas de la fi-
gura 4.1). Si calculamos este valor en términos de U , es fácil ver que resul-
ta Uig = UH − (676/1029)M . Esto se corresponde con el instante en el que la
trayectoria en cáıda libre que define el vaćıo alcanza el radio rig ≃ 2M + 0.61M .
Vemos que, escrito en función de U , este instante no depende del valor de rs de
la trayectoria estática que se utilice para calcularlo, lo cual es perfectamente ra-
zonable. Por otra parte, definimos el instante de termalización Uth como aquel a
partir del cual puede decirse que la radiación saliente tiene un espectro térmico.
Este instante puede calcularse en términos de la coordenada U mediante la con-
dición ǫ(Uth) = ǭ [con ǫ(U) := ǫ(u(U)) dada por (4.25)], donde ǭ es un valor que
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Figura 4.2: Función de control adiabática como función de u para diferentes observadores
estáticos en rs = (3M, 4M, 10M, 20M) (ĺınea discontinua, punteada, punto-raya y continua,
respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

fija la precisión a partir de la cual se considera que se ha alcanzado de facto el es-
pectro térmico. Fijando ǭ = 0.01, esta condición se cumple en Uth ≃ UH−0.01M ,
lo que corresponde (en un sentido análogo a rig) a rth ≃ 2M + 0.01M .

Pongamos algunos números. Si una estrella de neutrones con 1.5 veces la masa
del Sol (radio de Schwarzschild 2M = 4.43 km) y un radio de 12 km iniciara un
colapso en cáıda libre, alcanzaŕıa rig ≃ 2M+1.36 km en un tiempo Schwarzschild
tig ≃ 0.13× 10−3 s, y rth ≃ 2M + 0.02 km en un tiempo tth ≃ 0.20× 10−3 s. De
esta forma, puede verse claramente que la detección de la radiación de Hawking
en el infinito no supone un gran retraso asociado con la “congelación” de la
estructura que colapsa según se aproxima a la formación del horizonte. También
es importante destacar que el espectro ńıtidamente térmico aparece cuando el
objeto que colapsa está aún a 0.02 km de la formación del horizonte. Se trata pues
de un ejemplo concreto de lo que adelantamos en la sección 2.2: no es necesaria
la formación estricta de un horizonte para obtener radiación térmica.

4.3. Observadores en cáıda libre desde el infini-

to

En esta sección, analizaremos la percepción de part́ıculas por observadores
que siguen una trayectoria en cáıda libre desde el infinito espacial. Para encontrar
la nueva coordenada nula u asociada a estos observadores, debemos utilizar las
geodésicas de género tiempo radiales que comienzan en el infinito espacial con
velocidad nula. Sin embargo, debe recordarse que el cálculo realizado para fijar
el estado de vaćıo en la sección 4.1 haćıa uso precisamente de esas trayectorias,
obtenidas finalmente en (4.11). En aquel cálculo, teńıamos dos constantes de
integración a fijar, a saber, t0 y τ0. Ahora consideraremos trayectorias que difieren
de la que define el vaćıo en un retraso temporal ∆t0 en la constante t0. Es decir,
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Caṕıtulo 4. Percepción de la radiación de Hawking

en lugar de fijar t0 = τ0 = UH + 4M/3, utilizaremos los valores t0 = τ0 =
UH + 4M/3 + ∆t0 = uH + 4M/3, donde uH := UH + ∆t0. Definimos la nueva
relación ū(u) mediante

ū(u) = uH +
4M

3
− 4M

{[
3

4M
(uH − u) + 1

]1/3
+
1

2

[
3

4M
(uH − u) + 1

]2/3

+
1

3

[
3

4M
(uH − u) + 1

]
+ log

[(
3

4M
(uH − u) + 1

)1/3

− 1

]}
. (4.26)

Ahora, como hicimos en el caso anterior, comparamos las coordenadas nulas U
en (4.12) y u en (4.26), obteniendo una relación impĺıcita dada por

− 4M

{[
3

4M
(UH − U) + 1

]1/3
+
1

2

[
3

4M
(UH − U) + 1

]2/3

+
1

3

[
3

4M
(UH − U) + 1

]
+ log

[(
3

4M
(UH − U) + 1

)1/3

− 1

]}

= ∆t0 − 4M

{[
3

4M
(uH − u) + 1

]1/3
+
1

2

[
3

4M
(uH − u) + 1

]2/3

+
1

3

[
3

4M
(uH − u) + 1

]
+ log

[(
3

4M
(uH − u) + 1

)1/3

− 1

]}
. (4.27)

Las soluciones a esta ecuación no algebraica deben encontrarse numéricamen-
te. No obstante, podemos examinar los ĺımites del pasado asintótico y del hori-
zonte de sucesos de forma anaĺıtica. En el pasado asintótico, obtenemos U ≈ u,
lo que refleja la condición de sincronización U ≈ ū ≈ u que hemos impuesto al
hacer t0 = τ0. Cerca del horizonte, las funciones logaŕıtmicas en (4.27) son las
que tienen la contribución dominante en la ecuación y, por tanto,

U(u) ≈ UH −
4M

3





[
e−∆t0/(4M)

((
3

4M
(uH − u) + 1

)1/3

− 1

)
+ 1

]3
− 1



 .

(4.28)

Aunque no se tenga la relación expĺıcita U(u), ni su inversa, la función κ(u)
puede encontrarse de forma expĺıcita como función de u y de U(u). Si denomina-
mos p(U) a la forma funcional del segundo miembro de (4.12) con respecto a U ,
es fácil ver que la ecuación (4.27) que relaciona impĺıcitamente U y u se puede
escribir como

p(U) = p(u−∆t0) + ∆t0. (4.29)
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Derivando con respecto a u, obtenemos

dU

du
=
dp(u−∆t0)

du

(
dp(U)

dU

∣∣∣∣
U(u)

)−1
, (4.30)

y, derivando una vez más

d2U

du2
=

[
d2p(u−∆t0)

du2
− d2p(U)

dU2

∣∣∣∣
U(u)

(
dU

du

)2
](

dp(U)

dU

∣∣∣∣
U(u)

)−1
, (4.31)

de forma que κ(u) puede expresarse como

κ(u) =

[
d2p(U)

dU2

∣∣∣∣
U(u)

(
dU

du

)2

− d2p(u−∆t0)

du2

](
dp(u−∆t0)

du

)−1
. (4.32)

El resultado expĺıcito en términos de u y U(u) es

κ(u) =
1

4M

[
3

4M
(uH − u) + 1

]−1{[
3

4M
(uH − u) + 1

]1/3
− 1

}−1

×
{[

(3/4M)(uH − u) + 1

(3/4M)(UH − U(u)) + 1

]4/3
− 1

}
. (4.33)

Debe tenerse en cuenta que, aunque se trata de una expresión expĺıcita si se escribe
en función de u y U , ello no significa que sea una función de dos variables, sino
tan solo de u. La dependencia con ∆t0 está oculta en la relación impĺıcita U(u)
entre las dos coordenadas, dada por (4.27).

Podemos utilizar la expresión U(u) válida en las cercańıas del horizonte de
sucesos (4.28) (la cual tiende a ser exacta en ese ĺımite) para encontrar qué tem-
peratura efectiva detectará el observador caracterizado por el retraso ∆t0 en el
instante preciso en que cruza el horizonte. Esta temperatura efectiva resulta ser

κhor(∆t0) =
1

M

(
1− e−∆t0/(4M)

)
. (4.34)

Por tanto, la temperatura efectiva percibida pasa de ser inicialmente nula a al-
canzar asintóticamente el valor 1/M , lo que supone cuatro veces la temperatura
de la radiación de Hawking 1/(4M), para retardos ∆t0 mucho mayores que 4M .
Se trata de un resultado interesante y, a primera vista, enigmático. Con pos-
terioridad, el mismo resultado ha sido encontrado nuevamente en [58, 59], con
un procedimiento análogo. En la sección 4.5 daremos una explicación clara de
este resultado que, adelantamos, se debe a un factor Doppler que diverge en el
horizonte de sucesos.
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Caṕıtulo 4. Percepción de la radiación de Hawking

4.3.1. Resultados numéricos

Mediante cálculo numérico podemos obtener una gráfica completa de la fun-
ción κ(u). Los resultados se muestran en la figura 4.3. Para valores pequeños
de ∆t0 (menos de 20M , aproximadamente) la temperatura percibida por el ob-
servador en cáıda libre es prácticamente nula a lo largo de casi toda su trayectoria.
Solo cuando se acerca al horizonte, la temperatura crece hasta alcanzar un valor
máximo en el propio horizonte, dado por (4.34). Para retrasos ∆t0 suficientemen-
te largos, antes de este incremento final en la temperatura aparece una “meseta”
intermedia en la cual la temperatura es casi constante. Es fácil comprender este
comportamiento: si el observador en cáıda libre se encuentra aún lejos del hori-
zonte cuando aparece la radiación de Hawking, en el momento en que esto sucede
el observador comenzará a percibir esa radiación, la cual permanecerá aproxi-
madamente constante hasta que el observador se encuentre cerca del horizonte,
donde tiene lugar el (hasta ahora inesperado) incremento final de la temperatura.
La temperatura a lo largo de la meseta es algo mayor que la temperatura de Haw-
king, y ligeramente creciente. Como veremos, esto se debe principalmente al factor
Doppler asociado a la velocidad radial del observador en cáıda libre (el mismo
factor responsable de que aparezca el pico final antes de cruzar el horizonte).
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Figura 4.3: Temperatura efectiva como función de u para diferentes observadores en cáıda
libre con retrasos ∆t0 = (2M, 20M, 100M, 200M) (ĺınea discontinua, punteada, punto-raya y
continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y uH = 0.

4.3.2. Verificación de la condición adiabática

Habiendo encontrado una expresión para κ(u) en términos de u y U(u), pode-
mos utilizarla para obtener una expresión en los mismos términos de la función de
control adiabática (4.24). La expresión resultante es, no obstante, excesivamente
complicada, por lo que no resulta útil incluirla aqúı. Sin embargo, al igual que
hicimos con κ(u), podemos también en este caso sustituir la relación U(u) válida
en las cercańıas del horizonte (4.28) para encontrar una expresión expĺıcita ǫ(u)
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4.3. Observadores en cáıda libre desde el infinito

válida en esa región; y, a continuación, tomar el ĺımite u→ uH para encontrar el
valor de ǫ(u) que se tiene al cruzar el horizonte. El resultado es

ǫhor(∆t0) =
3

8
+

7

4 [e∆t0/(4M) − 1]
. (4.35)

Este resultado diverge para ∆t0 → 0, decreciendo monótonamente hasta alcanzar
el valor asintótico ǫ = 3/8 cuando ∆t0 es varias veces mayor que 4M . La divergen-
cia para ∆t0 → 0 se debe, una vez más, a que es la propia temperatura κhor(∆t0)
en (4.34) la que se anula cuando el observador en cáıda libre se aproxima a aquel
que define el vaćıo. Cabe destacar que la condición ǫ ≪ 1 nunca se satisface al
cruzar el horizonte. Sin embargo, es llamativo que, para ∆t0 suficientemente lar-
gos, ǫhor(∆t0) siempre se mantiene del orden de la unidad, por lo que en tales
casos no nos alejamos significativamente del régimen adiabático. Cabe conjeturar
que el espectro percibido al cruzar el horizonte en tiempos suficientemente tard́ıos
no diferirá de forma dramática del espectro de Planck con temperatura cuatro
veces superior a la temperatura de Hawking.

Por otra parte, podemos estudiar numéricamente el valor de ǫ(u) a lo largo de
toda la trayectoria (figura 4.4). Podemos ver que, para tiempos suficientemente
tard́ıos hay una parte de la trayectoria para la cual la condición adiabática es sin
duda válida, pues el valor de ǫ(u) es prácticamente nulo en ella. Tal región, por
supuesto, coincide con la meseta que se obtuvo para κ(u) (figura 4.3, en los casos
en los que esta aparećıa), el la cual κ(u) tomaba un valor casi constante. Una
vez que el incremento final en κ(u) aparece, la condición adiabática comienza a
violarse, aunque, como hemos visto, no de forma dramática.
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Figura 4.4: Función de control adiabática como función de u para diferentes observadores en
cáıda libre con retrasos ∆t0 = (100M, 200M) (ĺınea punto-raya y continua, respectivamente).
Utilizamos unidades 2M = 1 y uH = 0.
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Caṕıtulo 4. Percepción de la radiación de Hawking

4.4. Observadores en cáıda libre desde un radio

finito

El último caso de observadores que consideraremos en este caṕıtulo serán
aquéllos que son “soltados” en cáıda libre desde un radio finito r0 con velocidad
inicial nula, tras un tiempo ∆̃t0 (en tiempo de Schwarzschild) desde que la trayec-
toria usada para definir el vaćıo cruzara la posición radial de salida r0. De nuevo,
en primer lugar calcularemos dicha trayectoria. Para ello, debemos integrar la
expresión dr/dτ en (4.5), obtenida como primera cuadratura de la ecuación de
las geodésicas (4.4), pero manteniendo en este caso el radio inicial r0 como una
constante finita. El resultado es

τ̃ 0 − τ = −r0
√

r0
2M

{(r0
r
− 1
)1/2 r

r0
+ arctan

[(r0
r
− 1
)1/2]}

, (4.36)

donde τ̃ 0 representa el tiempo propio en el que el observador comienza a caer
(debe notarse que, en toda esta sección, el rango de valores de r es 2M < r ≤ r0).
Esta expresión nos define la función impĺıcita r(τ ; r0, τ̃ 0), donde se ha escrito la
dependencia con las constantes de integración por conveniencia. El instante en el
que se cruza el horizonte siguiendo esta trayectoria es

ũH := τ̃ 0 + 2M

√
r0
2M

{( r0
2M

− 1
)1/2

+
r0
2M

arctan

[( r0
2M

− 1
)1/2]}

. (4.37)

Por otra parte, mediante las derivadas dr/dτ en (4.5) y dt/dτ en (4.6) obtenemos

dr

dt
= −

√
2M

r

(
1− 2M

r

)(
1− r

r0

)1/2(
1− 2M

r0

)−1/2
, (4.38)

expresión que puede integrarse anaĺıticamente, resultando

t(r) = t̃0 + log

{( r

2M
− 1
)−1

×
[
r

2M
+ 2

(
1− 2M

r0

)1/2(
1− r

r0

)1/2√
r

2M
− 2r

r0
+ 1

]}

+ r0

( r0
2M

− 1
)1/2{(r0

r
− 1
)1/2 r

r0
+

(
1 +

4M

r0

)
arctan

[(r0
r
− 1
)1/2]}

,

(4.39)

donde t̃0 es de nuevo una constante de integración, que en este caso representa
el tiempo de Schwarzschild en el que el observador comienza a caer desde r0.
Si denominamos por conveniencia t = t̄(r) a la dependencia entre t y r para la
trayectoria que define el vaćıo, expresada en (4.9), podemos escribir t̃0 en función
de las constantes r0, t0 (que es una constante de integración de la trayectoria que
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4.4. Observadores en cáıda libre desde un radio finito

define el vaćıo) y ∆̃t0 (que es la constante que manipularemos libremente). En

efecto, tal y como hemos definido ∆̃t0, lo que debemos imponer es que

t̃0 = t̄(r0) + ∆̃t0

= t0 − 4M

[√
r0
2M

+
1

3

( r0
2M

)3/2
+
1

2
log

(√
r0/(2M)− 1√
r0/(2M) + 1

)]
+ ∆̃t0. (4.40)

Sustituyendo este resultado, y la función impĺıcita r(τ ; r0, τ̃ 0) dada por (4.36),

en (4.39), se obtiene la función t(τ ; r0, τ̃ 0, t0, ∆̃t0).

Construyamos ahora la trayectoria completa de un observador que permanece
en una posición fija r = r0 hasta un tiempo propio τ = τ̃ 0, instante en el cual se
deja caer libremente hacia el agujero negro. Esta trayectoria (t(τ), r(τ)) está com-
puesta por dos partes que conectan en τ = τ̃ 0: la primera parte, para τ < τ̃ 0, es
tal que el radio permanece fijo r(τ) = r0 y el tiempo de Schwarzschild satisface

t(τ) = t̃0 +

(
1− 2M

r0

)−1/2
(τ − τ̃ 0), (4.41)

con t̃0 dado por (4.40); y la segunda parte, para τ ≥ τ̃ 0, viene dada por las
expresiones impĺıcitas para la trayectoria en cáıda libre encontradas previamente,
r(τ ; r0, τ̃ 0) en (4.36) y t(τ ; r0, τ̃ 0, t0, ∆̃t0) en (4.39) [donde se han sustituido, a su
vez, (4.36) y (4.40)].

Como hemos hecho en las dos secciones anteriores, reemplazamos ahora τ = u.
También re-nombramos la constante arbitraria τ̃ 0 como u0, y escogemos una
sincronización entre t0 y u0 de tal forma que, en la parte estática de la trayectoria,
U y u tiendan a coincidir para radios iniciales lejanos. De esta forma, desaparece
la constante t0, quedando únicamente tres constantes en juego: dos con significado
f́ısico, el radio inicial r0 y el “tiempo de espera” ∆̃t0; y una arbitraria, el instante
en tiempo propio u0 en el que se comienza la cáıda libre.

El cálculo de la función κ(u) para la primera parte de la trayectoria resulta
trivial (idéntico al de los observadores estáticos, ya realizado en la sección 4.2).
En cambio, la parte en cáıda libre requiere más pasos. Primero, escribimos la
expresión para la coordenada nula ū

ū(r) = t(r; r0, u0, ∆̃t0)− r∗(r), (4.42)

donde es importante enfatizar que, por conveniencia, de momento se mantiene r,
y no u, como variable. Si de nuevo llamamos p(U) a la forma funcional del
segundo miembro de (4.12) con respecto a U , la relación U(u) que buscamos para
obtener κ(u) queda impĺıcita en la ecuación

p(U) = ū(r(u; r0, u0)), (4.43)

con p(U) dado por (4.12), ū(r) dado por (4.42), y r(u; r0, u0) dado impĺıcitamente
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por (4.36) (con las sustituciones mencionadas en el párrafo anterior). Tomando
derivadas con respecto a u, encontramos

dU

du
=

(
dp

dU

)−1
dū

dr

dr

du
, (4.44)

donde dr/du no es más que dr/dτ en (4.5) con u = τ ; y, derivando de nuevo,

d2U

du2
=

[
d2ū

dr2

(
dr

du

)2

+
dū

dr

d2r

du2
− d2p

dU2

(
dU

du

)2
](

dp

dU

)−1
. (4.45)

De esta forma, κ(u) puede expresarse como

κ(u) =

(
dp

dU

)−1
d2p

dU2

dU

du
−
(
dū

dr

)−1
d2ū

dr2
dr

du
−
(
dr

du

)−1
d2r

du2
. (4.46)

Reemplazando las expresiones correspondientes, y simplificando, obtenemos
finalmente la siguiente expresión para la función de temperatura efectiva

κ(u) =
1

4M

(
1− 2M

r0

)−1/2 [
3

4M
(UH − U) + 1

]−4/3
, para u < u0, (4.47)

κ(u) =
1

4M

{
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2M
+ 1 +

r

M

[(
1− 2M
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)1/2
√
2M

r

(
1− r
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)1/2

− 2M

r0

]}

×
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1− 2M

r0

)1/2

+

√
2M

r

(
1− r

r0

)1/2
]( r

2M
− 1
)}−1

×
{[

3

4M
(UH − U) + 1

]−4/3
−
(
2M

r

)2
}
, para u ≥ u0, (4.48)

donde r = r(u) y U = U(u) deben entenderse como funciones de u [las cuales, una
vez más, solo pueden resolverse numéricamente a partir de (4.36) y (4.43), res-
pectivamente]. Como veremos, en general esta función presenta un salto finito en
el instante u0 en el que el observador inicia la cáıda desde la posición previamente
fija.

Durante el tiempo previo a la cáıda libre, κ(u) sigue el patrón descrito en la
sección 4.2 para los observadores estáticos, dado por (4.23): crece desde cero e
intenta alcanzar el valor asintótico asociado al observador en reposo en el radio r0.
Sin embargo, en el instante u0 el observador comienza a caer libremente. En este
instante, se produce un salto finito brusco en κ(u). El valor de κ(u) justo tras
este salto, que denotaremos κcáıda, se encuentra evaluando (4.48) en r = r0, lo
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cual resulta

κcáıda(r0, ∆̃t0) =
1

4M

(
1− 2M

r0

)−1/2

×
{[

3

4M
(UH − U0(r0, ∆̃t0)) + 1

]−4/3
−
(
2M

r0

)−2}
. (4.49)

Aqúı, U0 := U(u0) es el valor de la coordenada nula U asociado con u0, y depende

del parámetro ∆̃t0. Un caso particular es ∆̃t0 = 0, lo que significa que el observa-
dor comienza a caer justo cuando el observador que fija el vaćıo pasa a su lado.
Esto implica, por supuesto, U = U(r0) según las expresiones de la sección 4.1 pa-
ra el observador que define el estado de vaćıo [puede obtenerse invirtiendo (4.7),
teniendo en cuenta que U hace las veces de τ ]. Haciendo esta sustitución, es fácil
comprobar que se obtiene κcáıda = 0, como resulta esperable. Esto se debe a que,
en este caso, en el instante inicial la única diferencia entre nuestro observador
y aquel que define el vaćıo es su velocidad relativa. Si este último no percibe
radiación, nuestro observador tampoco lo hará, puesto que entre una percepción
y otra solo puede mediar un efecto Doppler multiplicativo.

En el caso opuesto en el que el observador permanece un tiempo largo en
reposo antes de soltarse, la radiación de Hawking estará prácticamente encen-
dida entonces, es decir, el estado de vaćıo será prácticamente indistinguible del
estado de Unruh. Este ĺımite es, evidentemente, ∆̃t0 → ∞, lo cual equivale a
sustituir U = UH en κcáıda en (4.49). El resultado, que denotaremos κUnruh, es

κUnruh(r0) := κcáıda(r0)|∆̃t0→∞ =
1

4M

(
1 +

2M

r0

)(
1− 2M

r0

)1/2

. (4.50)

A su vez, en este resultado el ĺımite del infinito espacial r → ∞ reproduce la
temperatura de Hawking κ = 1/(4M), en tanto que el ĺımite del horizonte de
sucesos r → 2M devuelve κ = 0. Estos resultados coinciden con los conoci-
dos para el vaćıo de Unruh: los observadores inerciales y en reposo en la zona
asintótica detectan radiación de Hawking saliente, en tanto que los observadores
en cáıda libre arbitrariamente cercanos al horizonte (y obsérvese que, también,
instantáneamente en reposo) no detectan radiación. Por tanto, estos resultados
concuerdan con el hecho de que el vaćıo de colapso |0col〉 reproduce el vaćıo de
Unruh para tiempos tard́ıos.

Otra cantidad de interés a calcular es el salto brusco en el valor de κ(u), que
denotaremos ∆κ(r0), en el instante de iniciar la cáıda desde r0. Puede encontrarse
directamente sustrayendo κcáıda en (4.49) de κ(u→ u0) previa a la cáıda en (4.47):

∆κ(r0) =
1

4M

(
1− 2M

r0

)−1/2(
2M

r0

)2

=

(
1− 2M

r0

)−1/2
M

r20
. (4.51)

Lo primero que llama la atención es que esta cantidad no depende de U , o en
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Caṕıtulo 4. Percepción de la radiación de Hawking

otras palabras, no depende de ∆̃t0. En la figura 4.5 se muestra el valor numérico
de κ(u) alrededor del instante u0 para distintos tiempos de espera ∆̃t0 y un radio
inicial fijo r0 = 8M . En ella se observa gráficamente cómo el salto discreto en el
valor de κ(u) no depende del tiempo de espera.
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Figura 4.5: Temperatura efectiva alrededor del instante u0 de inicio de la cáıda como función

de u para diferentes observadores con radio inicial r0 = 8M y retrasos ∆̃t0 = (0, 12M, 24M, ∞)
(ĺınea discontinua, punteada, punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unida-
des 2M = 1 y u0 = 0.

Una explicación a este hecho que parece razonable (y la que se dio en [31])
es la siguiente: Para comenzar la cáıda libre, el observador estático debe apagar
los motores que lo sostienen fijo en un determinado radio, “perdiendo” aśı la
aceleración correspondiente, la cual solo depende del radio r0 y viene dada, pre-
cisamente, por ∆κ(r0) en (4.51). De hecho, vemos que (4.51) no es más que la
aceleración gravitatoria en r0 multiplicada por el factor de corrimiento gravitacio-
nal correspondiente. Por tanto, cabŕıa concluir que ∆κ(r0) no es más que el efecto
Unruh procedente de la aceleración necesaria para mantenerse fijo en un radio.
Sin embargo, aunque esta explicación resulta satisfactoria a primera vista, en el
caṕıtulo siguiente discutiremos en detalle qué parte de la función de temperatura
efectiva cabe asignar a la radiación de Hawking y qué parte al efecto Unruh, y
veremos que la interpretación hecha aqúı no es del todo adecuada.

A continuación, estudiaremos la percepción de radiación en el instante de
cruzar el horizonte. El procedimiento es análogo al que llevamos a cabo en la
sección 4.3: en la relación impĺıcita U(u) en (4.43), identificamos los términos
divergentes en el horizonte de sucesos y, de la ecuación resultante de quedarnos
solo con tales términos, despejamos U y obtenemos una expresión U(r) válida
cerca del horizonte. Tal expresión es muy compleja, y no resulta interesante por
śı misma, pero una vez más, introduciéndola en la expresión de κ(u) en (4.48)
obtenemos una expresión expĺıcita κ(r) válida cerca del horizonte de sucesos.
Finalmente, tomamos el ĺımite r → 2M en tal expresión y obtenemos el valor
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4.4. Observadores en cáıda libre desde un radio finito

de κ(u) en el instante de cruzar el horizonte, que en este caso resulta

κhor(r0, ∆̃t0) =
1

M





(
1− 2M

r0

)1/2

−
(√

r0/(2M)− 1√
r0/(2M) + 1

)1/2

× exp

[
−5
6
− r0 + ∆̃t0

4M
+

√
r0
2M

+
1

3

( r0
2M

)3/2

−
( r0
4M

+ 1
)( r0

2M
− 1
)1/2

arctan

(( r0
2M

− 1
)1/2)]}

. (4.52)

Cuando el observador espera un tiempo suficientemente largo antes de soltarse
de su posición inicial (matemáticamente, cuando ∆̃t0 →∞), se simplifica a

κhor|∆̃t0→∞ =
1

M

(
1− 2M

r0

)1/2

, (4.53)

lo cual reproduce el resultado κ = 1/M para un observador en cáıda libre desde el
infinito que obtuvimos en la sección 4.3 [es decir, el ĺımite ∆t0 →∞ de κhor(∆t0)

en (4.34)]. También resulta interesante analizar el ĺımite de κhor(r0, ∆̃t0) cuan-
do r0 →∞. Este ĺımite es

κhor|r0→∞ =
1

M
, (4.54)

el cual, inesperadamente a primera vista, no depende de ∆̃t0. Es decir, no po-
demos reproducir la fórmula completa de κhor(∆t0) en (4.34) tomando el ĺımi-
te r0 →∞. El motivo es que la trayectoria utilizada para fijar el estado de vaćıo
nunca coincide, ni se acerca arbitrariamente, a la trayectoria de un observador
soltado desde un radio finito, aun cuando el punto de partida r0 se tome cada vez
más lejos. Aunque la diferencia de velocidades entre estas dos trayectorias en r0
tiende a anularse en ese ĺımite, ambas llegan a posiciones cercanas al horizonte en
tiempos de Schwarzschild muy diferentes. Los observadores en cáıda libre desde
un radio finito soltados desde un punto suficientemente lejano siempre alcanzan
el horizonte en tiempos tard́ıos respecto a la trayectoria que define el vaćıo, de
manera que siempre ven la radiación de Hawking casi completamente encendida,
es decir, casi en el estado de Unruh final.

Dibujando la expresión de κhor(r0, ∆̃t0) en (4.52) como función de r0 para

distintos valores de ∆̃t0 (figura 4.6), vemos que el tiempo de espera apenas tie-
ne influencia sobre la temperatura de la radiación en el instante de cruzar el
horizonte.

4.4.1. Resultados numéricos

A continuación mostraremos algunas figuras con la resolución numérica de
la función κ(u) para distintas trayectorias. La intención es simplemente obtener
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Figura 4.6: Temperatura efectiva al cruzar el horizonte como función del radio inicial r0 para

diferentes observadores con retrasos ∆̃t0 = (0, 2M, 5M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

una comprensión visual y cualitativa de la evolución global de la temperatura,
aśı como comprobar que los ĺımites calculados de forma anaĺıtica se reproducen
numéricamente.

En primer lugar, mostramos el valor de κ(u) para observadores cuyo radio ini-
cial es r0 = 10M con diferentes tiempos de espera (figura 4.7). Las figuras mues-
tran como κ(u) parte de valores muy diferentes cuando el observador comienza
la cáıda, pero converge siempre a un valor casi idéntico al cruzar el horizonte, sin
importar el tiempo de espera, puesto que el radio de partida es suficientemente
lejano.
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Figura 4.7: Temperatura efectiva como función de u para diferentes observadores con radio

inicial r0 = 10M y retrasos ∆̃t0 = (0, 24M, 36M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada, punto-raya
y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y u0 = 0.

Si consideramos un radio inicial más cercano (r0 = 4M , figura 4.8), se encuen-
tra una diferencia pequeña pero apreciable en el valor de κ(u) al alcanzarse el
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Figura 4.8: Temperatura efectiva como función de u para diferentes observadores con radio

inicial r0 = 4M y retrasos ∆̃t0 = (0, 4M, 10M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada, punto-raya
y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y u0 = 0.
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Figura 4.9: Temperatura efectiva como función de u para diferentes observadores con radio

inicial r0 = 30M y retrasos ∆̃t0 = (0, 60M, 140M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada, punto-raya
y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y u0 = 0.

horizonte de sucesos, dependiendo del tiempo de espera. También comprobamos
cómo el salto en el valor de κ(u) al comenzar la cáıda es mucho más importante
en este caso, puesto que la aceleración necesaria para mantenerse fijo en radios
más cercanos es mucho mayor [y, al margen de interpretaciones, la ecuación (4.51)
para ∆κ(r0) nos muestra que ambas cantidades son numéricamente iguales].

Finalmente, si el radio inicial se encuentra muy alejado del horizonte (r0 =
30M , figura 4.9), el salto en κ(u) es completamente despreciable. Los diferentes
tiempos de espera solo determinan cuándo se comienza a percibir la radiación,
lo cual puede suceder antes o después del comienzo de la cáıda libre. La meseta
encontrada en la sección 4.3, y por supuesto el pico final de radiación, se reprodu-
cen de nuevo, como debe suceder para radios iniciales alejados. Pero debe notarse
que, como ya discutimos, no pueden reproducirse los casos de la sección 4.3 para
los cuales ∆t0 es pequeño. El ĺımite r0 → ∞ aqúı da lugar al mismo resultado
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Caṕıtulo 4. Percepción de la radiación de Hawking

que el ĺımite ∆t0 →∞ en la sección 4.3, sin importar el valor de ∆̃t0 aqúı.

4.4.2. Verificación de la condición adiabática

Repitiendo lo que hemos venido haciendo con los observadores estudiados has-
ta ahora, en este caso también podemos encontrar una fórmula para la función
de control adiabática ǫ(u) como función expĺıcita de U(u) y de r(u). Y también
podemos introducir la expresión expĺıcita U(r) válida cerca del horizonte de su-
cesos, y encontrar una función ǫ(r) válida alĺı. Finalmente, podŕıamos tomar el
ĺımite r → 2M y obtener el valor ǫhor al cruzar el horizonte. Sin embargo, en este
caso tanto la expresión de U(r) válida cerca del horizonte como la expresión exac-
ta ǫ(U, r) resultan extremadamente complejas en sus dependencias funcionales.
Por tanto, no parece ni posible ni interesante encontrar una expresión expĺıcita
para ǫhor en función de los parámetros r0 y ∆̃t0. Sin embargo, śı que podemos en-
contrar una expresión expĺıcita para ǫ(r, r0) (en cualquier punto de la trayectoria)

en el caso particular del ĺımite ∆̃t0 →∞:

ǫ(r, r0)|∆̃t0→∞ =

[
3− 4r

r0
+
( r

2M

)2
− 4

(
1− 2M

r0

)1/2(
1− r

r0

)1/2√
r

2M

]

×
[( r

2M

)2
− 1

]−2
. (4.55)

En esta expresión, podemos tomar r → 2M y obtener el valor al cruzar el hori-
zonte ǫhor(r0) para este caso particular:

ǫhor(r0)|∆̃t0→∞ =
1

8

[
3 +

( r0
2M

− 1
)−1]

. (4.56)

Este resultado toma valores desde 3/8 para r0 ≫ 2M hasta infinito para r0 → 2M .
Con el primer ĺımite 3/8, reproducimos de nuevo el resultado obtenido en la sec-
ción 4.3 para tiempos largos ∆t0 [el ĺımite correspondiente de ǫhor(∆t0) en (4.35)].
El segundo ĺımite refleja, una vez más, el hecho de que los observadores que inician
su cáıda desde posiciones arbitrariamente cercanas al agujero negro prácticamen-
te no llegan a detectar radiación durante la cáıda. En la figura 4.10, se muestra
la función ǫhor(r0) en (4.56), junto a algunas curvas obtenidas numéricamente

de ǫhor para tiempos de espera ∆̃t0 nulos o finitos. Debe notarse que el ĺımite 3/8
cuando r0 →∞ es común a todas las curvas [en consonancia con la coincidencia,
ya mostrada, del valor de κhor en tal ĺımite, ecuación (4.54)].

También podemos encontrar una expresión para ǫcáıda(r0) al comienzo de la

trayectoria de cáıda libre, de nuevo solo para ∆̃t0 →∞. Obtenemos

ǫcáıda(r0)|∆̃t0→∞ =

[( r0
2M

)2
− 1

]−1
. (4.57)
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Figura 4.10: Función de control adiabática al cruzar el horizonte como función del radio

inicial r0 para diferentes observadores con retrasos ∆̃t0 = (0, 2M, 5M, ∞) (ĺınea discontinua,
punteada, punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

Esta expresión devuelve cero para r0 ≫ 2M , e infinito para r0 → 2M . El valor
nulo aparece debido a que, para radios grandes y tiempos de espera arbitraria-
mente largos, lo que el observador percibe no es más que radiación de Hawking
con la temperatura de Hawking constante. El valor divergente para r0 cercano al
horizonte tiene la misma explicación que en el caso de ǫhor(r0) en (4.56): para tra-
yectorias de cáıda que comienzan demasiado cerca del horizonte, la aproximación
adiabática no es válida en ningún caso.

Finalmente, en las figuras 4.11–4.13 mostramos el valor numérico de ǫ(u) para
los mismos casos para los cuales mostramos κ(u). Como consecuencia del cambio
brusco de κ(u) en el instante de iniciar la cáıda, las gráficas debeŕıan exhibir un
pico de tipo delta de Dirac en ese punto, lo cual se ha omitido por simplicidad.
Aparte de esto, las figuras requieren pocos comentarios. Como no puede ser de
otro modo, reproducen los valores ĺımites ya encontrados. Al igual que suced́ıa
en la sección 4.3, cuando aparece una meseta en κ(u) el valor de ǫ(u) decae
hasta prácticamente anularse, por lo que la radiación percibida en ese periodo
es perfectamente térmica, con la temperatura determinada por κ(u). Por otra
parte, las divergencias en tiempos tempranos solo reflejan, una vez más, que en
ese ĺımite es la propia temperatura de la radiación la que se anula.

4.5. Incremento final de la temperatura efectiva

Uno de los resultados más importantes obtenidos en el análisis de la tempera-
tura efectiva percibida por distintos observadores es sin duda el incremento final
de esta para los observadores en cáıda libre al cruzar el horizonte de sucesos.
Tanto este resultado, como otros que hemos obtenido a lo largo de este caṕıtu-
lo, resultarán mucho más claros a la luz del análisis general de la función κ(u)
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Figura 4.11: Función de control adiabática como función de u para diferentes observadores

con radio inicial r0 = 10M y retrasos ∆̃t0 = (0, 24M, 36M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y u0 = 0.
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Figura 4.12: Función de control adiabática como función de u para diferentes observadores

con radio inicial r0 = 4M y retrasos ∆̃t0 = (0, 4M, 10M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y u0 = 0.

que desarrollaremos en el caṕıtulo siguiente. No obstante, ya en este punto te-
nemos todos los ingredientes necesarios para dar una primera explicación a este
inesperado resultado.

Como ya hemos indicado en anteriores ocasiones, para tiempos de espera
suficientemente largos tras el colapso, el vaćıo de colapso que hemos utilizado
en este caṕıtulo es indistinguible del vaćıo de Unruh. Es habitual encontrar en
la literatura que este estado es vaćıo para los observadores en cáıda libre en el
horizonte. Sin embargo, en este caṕıtulo hemos estudiado varios observadores en
cáıda libre, y el valor de la temperatura efectiva al cruzar el horizonte κhor ha
resultado ser no nulo para casi todos: véase el valor de κhor para observadores en
cáıda libre desde el infinito (4.34) y para observadores en cáıda libre desde un
radio finito (4.52) y (4.53). Las únicas excepciones son el observador que sigue
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Figura 4.13: Función de control adiabática como función de u para diferentes observadores

con radio inicial r0 = 30M y retrasos ∆̃t0 = (0, 60M, 140M, ∞) (ĺınea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1 y u0 = 0.

exactamente la trayectoria del observador que define el vaćıo [∆t0 = 0 en (4.34)]
y el observador con velocidad radial nula en el horizonte [r0 = 2M en (4.52)].

En realidad, una vez que la radiación de Hawking está completamente en-
cendida, solo hay una temperatura efectiva que se anula en el horizonte: la que
denominamos temperatura de Unruh (4.50). Esta es la κ(u) asociada con un
observador en cáıda libre e instantáneamente en reposo en una posición radial r:

κUnruh(r) =
1

4M

(
1 +

2M

r

)(
1− 2M

r

)1/2

. (4.58)

A este observador lo denominaremos observador de Unruh. Su temperatura efec-
tiva κUnruh(r) en función de la posición radial la mostramos en la figura 4.14.
Como puede comprobarse, esta función pasa por una región en la que es crecien-
te según nos acercamos al horizonte, hasta r = 6M , momento en el que decae
rápidamente, anulándose en r = 2M .

Por otra parte, tomemos como hipótesis razonable que todo el comportamiento
de la función κ(u) puede comprenderse en términos de las propiedades locales de
la trayectoria del observador hasta segundo orden (además de la definición del
estado de vaćıo); es decir, en términos de su posición, velocidad y aceleración.4

Bajo esta hipótesis, la única caracteŕıstica que distingue al observador de Unruh
de cualquier otro de los observadores en cáıda libre es que estos últimos tienen
una velocidad radial no nula. La diferencia en las velocidades radiales entre un
observador en cáıda libre cualquiera y el observador de Unruh nos indica que sus
respectivas percepciones de la radiación deben estar relacionadas mediante un
factor de corrimiento Doppler. Por tanto, para obtener κ(u) para un observador

4Esta hipótesis se verá confirmada en el siguiente caṕıtulo, y es fácil de intuir teniendo en
cuenta que la definición de κ(u) [ecuación (2.35)] contiene derivadas entre las dos coordenadas
nulas solo hasta segundo orden.
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Figura 4.14: Temperatura efectiva para el observador de Unruh en función de r. Utilizamos
unidades 2M = 1.

en cáıda libre cualquiera a partir de κUnruh(r), debe multiplicarse esta cantidad por
un factor de corrimiento Doppler. Además, el observador de Unruh es tal que, en
el ĺımite del horizonte de sucesos, se encuentra instantáneamente viajando con la
geodésica nula saliente en ese punto (que genera el horizonte). Por tanto, el factor
de corrimiento Doppler será, necesariamente, divergente al azul en el horizonte.
Comprobaremos que esta divergencia compensa el valor nulo de κUnruh(r) en r =
2M , dando lugar a un resultado final finito (en general) para κhor visto por otro
observador en cáıda libre.

Veámoslo con más detalle. La forma precisa de este factor Doppler viene dada
por la expresión

Dr0(r) :=

(
drl
dt
− drr0

dt

)1/2(
drl
dt

+
drr0
dt

)−1/2
, (4.59)

donde rl(t) es la trayectoria de una geodésica nula saliente y rr0(t) la trayectoria en
cáıda libre que comienza con velocidad cero en r = r0. Hemos indicado también
con el sub́ındice r0 los distintos factores Doppler asociados a observadores en
cáıda libre lanzados desde distintas distancias radiales r0. La forma concreta de
este factor tiene una clara justificación, ya que un factor Doppler f́ısico debe
comparar la velocidad de objetos masivos con la velocidad de la luz:

D =

√
c− v

c+ v
. (4.60)

En el caso que nos ocupa, debe notarse que en las coordenadas de Schwarzs-
child (t, r) la velocidad de la luz es distinta de la unidad. Este es el motivo de
incluir drl/dt en (4.59). Otra forma de escribir este factor es

Dr0(r) =

(
1− drr0

drl

)1/2(
1 +

drr0
drl

)−1/2
, (4.61)
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4.6. ¿Algo más que una aproximación?

donde se observa claramente que lo que se compara es la velocidad local de los
observadores con la velocidad de la luz. La velocidad drr0/dt la obtenemos de
la ecuación de la trayectoria (4.38), en tanto que drl/dt puede calcularse de la
ecuación para los rayos salientes t− r∗(rl) = const:

drl
dt

∣∣∣∣
rl=r

=
dr

dr∗
= 1− 2M

r
. (4.62)

Tras algunas manipulaciones algebraicas sencillas, se obtiene

Dr0(r) =

[(
1− 2M

r0

)1/2

+

√
2M

r

(
1− r

r0

)1/2
]1/2

×
[(

1− 2M

r0

)1/2

−
√
2M

r

(
1− r

r0

)1/2
]−1/2

. (4.63)

Si a continuación se calcula κUnruh(r)Dr0(r) y se toma el ĺımite r → 2M ,
puede comprobarse que se obtiene exactamente el resultado κhor(r0) en (4.53).
Por tanto, podemos concluir que el incremento final de la temperatura efectiva se
debe a un factor Doppler divergente en el ĺımite del horizonte, el cual “compite”
con la tendencia a cero de la temperatura de Unruh en ese mismo ĺımite.5

4.6. ¿Algo más que una aproximación?

En la sección 2.2, introdujimos la función de temperatura efectiva (2.35) co-
mo herramienta especialmente sencilla para estudiar la percepción de radiación en
Teoŕıa Cuántica de Campos en espacios curvos, y demostramos que bajo cumpli-
miento de la condición adiabática su valor se corresponde con el de la temperatura
del espectro de Planck que percibe un determinado observador en un estado de
vaćıo dado. La aplicación de esta función al estudio de los diversos ejemplos de
este caṕıtulo es ya una muestra de su potencial para tal fin, lo cual supone un
valor por śı mismo. En [58, 59] se han realizado con posterioridad estudios de
algunos de estos ejemplos y de otros diferentes con un procedimiento análogo,
cuyos resultados confirman los aqúı expuestos.

No obstante, en principio podŕıamos haber propuesto otras formas de esti-
mar la temperatura de la radiación percibida por un observador (cuando pudiera
hablarse de tal). Por ejemplo, podŕıamos haber considerado un procedimiento
distinto para aproximar la relación U(u) localmente mediante una exponencial,

5Con un análisis muy similar se reproducen también los valores de κhor para otros observa-
dores obtenidos en (4.34) y (4.52). En tales casos, el factor Doppler es el mismo (con r0 → ∞
en el primer caso), pero ya no compite con κUnruh(r), sino con una cantidad más rápidamente
decreciente en el ĺımite r → 2M , lo cual se debe a que estos observadores no han esperado a
que la radiación de Hawking se encuentre completamente encendida (en el vaćıo de Unruh).
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de manera que los parámetros de dicha exponencial hubieran sido, en general,
ligeramente diferentes; o podŕıamos haber desarrollado formalmente el espectro
realmente percibido para una relación U(u) genérica, y haber buscado el ajuste
óptimo a una planckiana mediante algún algoritmo de ajuste (uno de los mu-
chos existentes). Es de esperar que los resultados no difiriesen cualitativamente
de los encontrados con la función de temperatura efectiva (que, desde esta pers-
pectiva, no seŕıa sino un procedimiento de aproximación más), y sin duda seŕıan
prácticamente idénticos en los casos en los que se cumple la condición adiabática.

Sin embargo, en este caṕıtulo hemos visto claramente que algunos de los re-
sultados concretos para κ(u) hemos podido explicarlos de forma anaĺıtica exacta
a partir de fenómenos f́ısicos conocidos, como el efecto Doppler o el corrimiento
al azul gravitacional, incluso en casos en los que no se cumple estrictamente la
condición adiabática que permitiŕıa entender κ(u) como la temperatura aproxi-
mada del espectro térmico percibido. Esto nos lleva a pensar que esta función
es mucho más que “un número” que nos da la temperatura del espectro térmico
que “mejor se aproxima”, en algún sentido numérico de aproximación, al espectro
real, y en general no térmico, que percibe el observador considerado en el vaćıo
considerado.

Otra idea que también apunta hacia una interpretación más profunda de κ(u)
tiene que ver con la expansión adiabática realizada en el caṕıtulo 3. Es evidente
que también puede definirse una función de temperatura efectiva para el espacio-
tiempo de Minkowski, con el campo de radiación en el estado de vaćıo de Min-
kowski (cosa que haremos en el siguiente caṕıtulo). En tal caso, no es dif́ıcil
intuir, ni tampoco comprobar, que se obtiene κ(u) = g(u), es decir, que la fun-
ción de temperatura efectiva no es más que la aceleración propia del observador.
Y, como vimos, la contribución de orden cero a la expansión adiabática (3.9) es
precisamente el espectro térmico con temperatura proporcional a |g(u)|, siendo
el resto de contribuciones agregadas a esta. Por tanto, es razonable pensar que la
función κ(u) nos indica la temperatura de una radiación que, de alguna forma,
siempre está ah́ı, y que tiene su explicación f́ısica propia, aun cuando su papel
en el espectro total percibido queda eclipsado por contribuciones con espectros
diferentes, debidas a la no adiabaticidad.

Estas cuestiones nos han llevado a buscar una explicación f́ısica cerrada y
general para el valor de la función de temperatura efectiva. En el siguiente caṕıtulo
mostramos que tal explicación existe, aśı como la forma en que la hemos hallado,
un análisis detallado de la misma, y su aplicación a diversos escenarios f́ısicos de
interés.
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Caṕıtulo 5

Interpretación f́ısica de la función

de temperatura efectiva

Como ya hemos adelantado, en este caṕıtulo obtendremos una expresión gene-
ral de la función de temperatura efectiva como función de las propiedades locales
de la trayectoria del observador y del estado de vaćıo considerados. Al igual que
en el caṕıtulo anterior, trabajaremos en el sector radial del espacio-tiempo de
Schwarzschild (salvo en la sección 5.5), y nos centraremos en la radiación saliente
(salvo en la sección 5.6.2). Veremos que una parte de esta expresión tiene una
interpretación clara en términos de fenómenos f́ısicos conocidos, en tanto que otra
parte, menos evidente en un primer análisis, nos lleva a reflexionar acerca de la
relación e interacción entre los dos fenómenos involucrados en la percepción de
radiación de tipo térmico por parte del observador: la radiación de Hawking y
el efecto Unruh. Finalmente, haremos uso de la expresión general obtenida para
analizar algunos escenarios f́ısicos concretos, y en particular propondremos un
escenario realista de flotación de un objeto en las cercańıas de un agujero negro
debido a la radiación de Hawking.

5.1. La función de temperatura efectiva del es-

tado

A lo largo de los caṕıtulos anteriores se ha podido comprobar cuáles son los
ingredientes para construir κ(u): el estado de vaćıo en el que se trabaja, fijado
por la coordenada nula U asociada a los modos normales que definen tal vaćıo; el
observador cuya percepción se desea conocer, descrito por la coordenada nula u
asociada a los modos normales naturales para él; y la relación U(u).

Por supuesto, el estado de vaćıo puede fijarse sin necesidad de conocer el
observador. Para ello, basta definir la coordenada nula U como función de otra
coordenada nula de referencia con significado geométrico uńıvoco en el espacio-
tiempo considerado (salvo simetŕıas). Dada su estaticidad, en el espacio-tiempo
de Schwarzschild es evidente que resulta especialmente conveniente escoger la
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coordenada nula de Eddington-Finkelstein ū := t − r∗ como referencia. Tal cosa
es lo que se hizo en la sección 4.1 para definir el que denominamos vaćıo de
colapso. Por supuesto, no es la única coordenada de referencia posible, puesto
que podŕıamos haber utilizado cualquier otra coordenada nula definida en todo el
sector exterior de Schwarzschild. Sin embargo, como comprobaremos, no se trata
solo de una elección de coordenada de referencia conveniente por simplicidad de
cálculo: al ser una coordenada af́ın en la región asintótica, su uso hará que las
cantidades calculadas tengan una clara interpretación f́ısica.

En el caso de un estado de vaćıo genérico, este quedará fijado por la rela-
ción U(ū). Una vez escogido el estado de vaćıo, la función de temperatura efectiva
[definida en (2.35)] para un observador cualquiera puede reescribirse como

κ(u) = − d2U

du2

/
dU

du
=

(
− d2U

dū2

/
dU

dū

)
dū

du
− d2ū

du2

/
dū

du

=
dū

du
κ̄(ū)− d2ū

du2

/
dū

du
, (5.1)

donde

κ̄(ū) := − d2U

dū2

/
dU

dū
(5.2)

es lo que denominaremos función de temperatura efectiva del estado. Es la parte
de la expresión (5.1) que contiene la información sobre la elección del estado de
vaćıo. El resto no depende de la relación U(ū), sino únicamente de la trayectoria
del observador, descrita por la relación ū(u). Por otra parte, la definición de κ̄(ū)
coincide exactamente con la definición de κ(u) original si identificamos u = ū, es
decir, si consideramos que elegimos como observadores los que se encuentran en
reposo en el infinito espacial. Por tanto, κ̄(ū) nos indica la función de temperatura
efectiva de la radiación saliente para tales observadores. Además, al tratarse de los
observadores en reposo en la región asintótica, podemos identificar tal radiación
saliente como la efectivamente emitida por el agujero negro, la cual escapa del
sistema y extrae enerǵıa de este, evaporándolo. También cabe destacar que, por
depender únicamente de ū, se trata de radiación que se propaga con los rayos de
luz salientes (es constante para cada rayo de luz saliente), lo cual resulta relevante
en el caso de estados de vaćıo no estacionarios (como el vaćıo de colapso).

Analicemos la forma de esta función para diferentes elecciones del estado de
vaćıo. Para el vaćıo de Boulware [42] tenemos que U(ū) = ū, y por tanto κ̄(ū) =
0, lo cual significa que en este vaćıo no hay radiación emitida hacia el infinito
espacial. Para el vaćıo de Unruh [7], la relación es U(ū) = −4M exp[−ū/(4M)], de
forma que κ̄(ū) = 1/(4M), por lo que tenemos radiación de Hawking emitida hacia
el infinito espacial. En el caso del vaćıo de colapso, de la relación impĺıcita U(ū)
que puede extraerse de (4.12) no es dif́ıcil obtener

κ̄(ū) =
1

4M
[

3
4M

(UH − U(ū)) + 1
]4/3 , (5.3)
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resultado que queda a su vez en función de U(ū). Una vez más, podemos com-
probar que este vaćıo, en el pasado remoto (U → −∞), coincide con el vaćıo de
Boulware κ̄(ū)→ 0; mientras que en el futuro remoto (U → UH) coincide con el
vaćıo de Unruh κ̄(ū)→ 1/(4M). La interpolación entre ambos valores se muestra
en la figura 5.1.
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Figura 5.1: Valor de κ̄(ū) en (5.3) para el vaćıo de colapso (ĺınea continua), y de κ̄(ū) = 1/(4M)
para el vaćıo de Unruh (ĺınea discontinua). Utilizamos unidades 2M = 1.

5.2. Expresión anaĺıtica general de la función

Consideremos un observador cualquiera O que sigue una trayectoria arbitra-
ria (t(u), r(u)) en el exterior del agujero negro, siendo u su tiempo propio. El
resultado central de este caṕıtulo es que el valor de la función de temperatura
efectiva para el observador O a lo largo de su trayectoria puede expresarse como

κ(u) =

√
1− vl
1 + vl

1√
1− 2M

r

(
κ̄(ū)− M

r2

)
+ ap. (5.4)

En esta expresión, r = r(u) y ū = ū(u); la función vl = vl(u) es la velocidad del
observador O con respecto al agujero negro medida por un observador localmente
Minkowskiano, y la función ap = ap(u) es la aceleración propia del observador O,
es decir, la aceleración medida por un observador en cáıda libre e instantánea-
mente co-móvil con el observador O.

Para mostrar que la expresión (5.4) es correcta, en primer lugar describiremos
la componente radial de la trayectoria r(u) localmente en torno a un instante
cualquiera u = u0. Hasta segundo orden en u, la trayectoria del observador O
puede describirse como

r(u) = r0 + v0(u− u0) +
1

2
a0(u− u0)

2 +O(u− u0)
3, (5.5)
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donde

r0 := r(u0), v0 :=
dr

du

∣∣∣∣
u=u0

, a0 :=
d2r

du2

∣∣∣∣
u=u0

. (5.6)

Utilizando esta descripción local de la trayectoria y el elemento de ĺınea del
sector radial de la métrica de Schwarzschild (1.59), pueden obtenerse las can-
tidades dr/du, d2r/du2, dt/du y d2t/du2 como funciones locales de u en torno
a u = u0; con estas cantidades, y la definición de la coordenada nula de Eddington-
Finkelstein ū := t−r∗, se obtienen dū/du y d2ū/du2; y, finalmente, de la expresión
de κ(u) en (5.1) se tiene

κ(u) =
1√

1− 2M
r0




√
1− 2M

r0
+ v20 − v0

√
1− 2M

r0
+ v20 + v0




1/2(
κ̄(ū(u0))−

M

r20

)

+
1√

1− 2M
r0
+ v20

(
a0 +

M

r20

)
+O(u− u0). (5.7)

Es fácil comprobar que si identificamos

vl :=
v0√

1− 2M
r0
+ v20

(5.8)

y

ap :=
1√

1− 2M
r0
+ v20

(
a0 +

M

r20

)
, (5.9)

entonces (5.7) es precisamente la expresión (5.4) que buscamos, evaluada en u =
u0. Sin embargo, dado que u0 es un instante arbitrario de la trayectoria, conclui-
mos que la expresión es válida a lo largo de toda la trayectoria del observador O.
Por tanto, para completar la demostración solo queda comprobar que las defini-
ciones (5.8) y (5.9) se corresponden con las cantidades f́ısicas correctas (velocidad
local y aceleración propia) en u = u0, lo que haremos a continuación.

Dada una métrica, siempre existe un sistema de coordenadas tal que en un
punto concreto, pero arbitrario, la métrica resulta ser localmente Minkowski.
Consideremos el punto (t0 := t(u0), r0) en el sector radial de la métrica de Sch-
warzschild. La transformación

(
dtl
drl

)
= T

(
dt
dr

)
(5.10)

entre un sistema de coordenadas localmente Minkowski (tl, rl) y el sistema de
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coordenadas de Schwarzschild (t, r) debe satisfacer

T |u=u0 =
(

γ −γvl
−γvl γ

)

√
1− 2M

r0
0

0 1√
1− 2M

r0


 , (5.11)

donde γ := 1/
√
1− v2l es el factor de boost relativista. Aqúı vl representa la

velocidad del sistema de referencia con respecto al agujero negro, medida por un
observador localmente Minkowskiano (debe tenerse en cuenta que en coordenadas
de Schwarzschild la estaticidad del espacio-tiempo es expĺıcita).

Consideremos ahora que este sistema de referencia es co-móvil con la trayec-
toria r(u) del observador O. En tal caso, tenemos que

0 =
drl
dtl

∣∣∣∣
O,u=u0

=
v0 − vl

(
1− 2M

r0

)
dt
du

∣∣
u=u0(

1− 2M
r0

)
dt
du

∣∣
u=u0

− vlv0
, (5.12)

donde se ha indicado expĺıcitamente que la derivada se hace a lo largo de la
trayectoria del observador O. Directamente del elemento de ĺınea del sector radial
de Schwarzschild (1.59), sabemos que

dt

du

∣∣∣∣
u=u0

=

√
1− 2M

r0
+ v20

1− 2M
r0

. (5.13)

Por tanto, de (5.12) podemos despejar

vl =
v0√

1− 2M
r0
+ v20

, (5.14)

que es la expresión (5.8) que buscábamos.

Una vez hemos calculado el orden cero T |u=u0 de la expansión en serie de Tay-
lor de la transformación T , calcularemos el primer orden (descrito por las segundas
derivadas del cambio de coordenadas evaluadas en u = u0; los términos adicio-
nales en la expansión son irrelevantes para el cálculo), con el fin de implementar
el carácter geodésico (en cáıda libre) de las coordenadas definidas localmente.
Por conveniencia en la notación, etiquetaremos temporalmente (t, r) =: (x0, x1)
y (tl, rl) =: (x

0
l , x

1
l ). Si {xil, i = 0, 1} es un sistema de coordenadas localmente en

cáıda libre, las ecuaciones de las geodésicas radiales escrita en estas coordenadas
debe escribirse localmente

d2xil
ds2

∣∣∣∣
u=u0

= 0. (5.15)

Pasando al sistema de coordenadas de Schwarzschild original {xi, i = 0, 1}, estas
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ecuaciones se escriben

d2xi

ds2
+
∂xi

∂xnl

∂2xnl
∂xj∂xk

dxj

ds

dxk

ds
= 0. (5.16)

Pero sabemos que las ecuaciones de las geodésicas radiales en estas coordenadas
tienen la forma

d2xi

ds2
+ Γijk

dxj

ds

dxk

ds
= 0, (5.17)

donde Γijk son los śımbolos de Christoffel de la métrica de Schwarzschild (1.58).
Por tanto, podemos identificar

∂xi

∂xnl

∂2xnl
∂xj∂xk

= Γijk, (5.18)

y, resolviendo para las derivadas de segundo orden de la transformación de coor-
denadas,

∂2xil
∂xj∂xk

=
∂xil
∂xn

Γnjk. (5.19)

Las derivadas de primer orden pueden obtenerse de la transformación a orden cero
en (5.11), y los śımbolos de Christoffel pueden calcularse utilizando la métrica de
Schwarzschild (1.58), obteniéndose

Γrrr = − Γtrt = −Γttr = −
M

r20

1

1− 2M
r0

,

Γrtt =
M

r20

(
1− 2M

r0

)
, (5.20)

siendo el resto nulos (debe recordarse que todas las expresiones tienen que consi-
derarse evaluadas en u = u0). De esta forma, las derivadas de segundo orden de
la transformación de coordenadas son localmente

∂2rl

∂r2
= − M

r20

√
1− 2M

r0
+ v20

(1− 2M
r0
)2

,
∂2tl

∂r2
=
M

r20

v0

(1− 2M
r0
)2
,

∂2rl
∂r∂t

= − M

r20

v0

1− 2M
r0

,
∂2tl
∂r∂t

=
M

r20

√
1− 2M

r0
+ v20

1− 2M
r0

,

∂2rl

∂t2
=
M

r20

√
1− 2M

r0
+ v20,

∂2tl

∂t2
= − M

r20
v0. (5.21)

Una vez descrita la transformación de coordenadas hasta primer orden, po-
demos calcular la aceleración del observador O medida en el sistema de coorde-
nadas (tl, rl). En primer lugar, usando la transformación a orden cero en (5.11)
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puede comprobarse que

(
dtl
du
,
drl
du

)∣∣∣∣
u=u0

= (1, 0), (5.22)

como no puede ser de otra forma, puesto que hemos impuesto que se trate de un
sistema de coordenadas co-móvil con el observador O. Esto simplifica la expresión
de la aceleración a

d2rl

dtl
2

∣∣∣∣
O,u=u0

=
d2rl

du2

∣∣∣∣
u=u0

=

[
∂rl
∂r

d2r

du2
+
∂2rl

∂r2

(
dr

du

)2

+
∂rl
∂t

d2t

du2

+
∂2rl

∂t2

(
dt

du

)2

+ 2
∂2rl
∂r∂t

dr

du

dt

du

]

u=u0

. (5.23)

De la evaluación de esta expresión (donde todas las cantidades son conocidas) se
obtiene

d2rl

dtl
2

∣∣∣∣
O,u=u0

=
1√

1− 2M
r0
+ v20

(
a0 +

M

r20

)
= ap, (5.24)

con lo que queda demostrado que ap dada por (5.9) es la aceleración del obser-
vador O medida en un sistema de referencia en cáıda libre e instantáneamente
co-móvil con él; es decir, su aceleración propia. De esta forma, hemos justificado
el carácter f́ısico de las cantidades vl y ap.

5.3. Interpretación f́ısica. Hawking versus Un-

ruh

La interpretación f́ısica de la expresión (5.4) para la temperatura efectiva
resulta en gran parte evidente. En cualquier caso, vamos a separarla en los tres
términos que aparecen. En primer lugar, tenemos el término

√
1− vl
1 + vl

1√
1− 2M

r

κ̄(ū). (5.25)

Este término corresponde a la radiación que escapa del agujero negro, dada
por κ̄(ū), a lo largo del rayo saliente con el que el observador O se cruza en
cada momento ū = ū(u), y corregida por dos factores. Por una parte, encon-
tramos el factor de corrimiento gravitacional 1/

√
1− 2M/r en la posición del

observador O, que aparece debido a que la radiación sufre un corrimiento al rojo
según escapa del agujero negro, lo que resulta en un corrimiento al azul de la
radiación percibida por observadores cercanos con respecto a la percibida por los
que se encuentran en el infinito espacial. Por otra parte, tenemos el factor de
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corrimiento Doppler
√
(1− vl)/(1 + vl). La velocidad que aparece en este factor

es vl, que es precisamente la velocidad del observador O con respecto al agujero
negro, medida en un sistema de referencia localmente Minkowskiano, en el cual
la velocidad de la luz es igual a 1, y por tanto el factor de corrimiento Doppler
toma esta forma sencilla.

El segundo término con una interpretación f́ısica aparentemente inmediata
es el sumando ap. Se trata de la aceleración propia del observador O. Estando
medida por un observador en cáıda libre e instantáneamente co-móvil con O,
es la aceleración que el observador O experimentará cada vez que “encienda
motores” para modificar su trayectoria. Este término sugiere una interpretación
muy extendida: se trata de la contribución del efecto Unruh, producido por la
aceleración propia del observador O, a la percepción de radiación térmica del
campo.

Sin embargo, el término que nos falta por considerar, dado por

√
1− vl
1 + vl

1√
1− 2M

r

(
−M
r2

)
, (5.26)

también desempeña un papel en esta interpretación. En este término aparece la
“aceleración de la gravedad” −M/r2 multiplicada por los mismos factores que
aparecen para la radiación emitida por el agujero negro en (5.25). Si aceptásemos
la interpretación, a primera vista más evidente, de ap como única contribución del
efecto Unruh entonces, por eliminación, este último término debeŕıa ser una co-
rrección propia de la radiación del agujero negro, es decir, una corrección a (5.25).
Se trataŕıa, en tal caso, del término responsable de una de las peculiaridades
conocidas de la radiación de Hawking: que no es percibida por los observado-
res en cáıda libre y, según vimos en el caṕıtulo anterior, instantáneamente en
reposo cercanos al horizonte [7]. En efecto, si ignoramos el factor Doppler, con-
siderando observadores instantáneamente en reposo y en cáıda libre, cuando la
radiación de Hawking está presente se tiene que κ̄(ū) = 1/(4M), y en el horizon-
teM/r2 → 1/(4M), por lo que los términos (5.25) y (5.26) en principio tienden a
cancelarse entre śı. Puede comprobarse que, aunque el factor de corrimiento gra-
vitacional es divergente en el horizonte, dicha divergencia no es suficientemente
rápida, y la cantidad

κUnruh(r) =
1√

1− 2M
r

(
1

4M
− M

r2

)
, (5.27)

que en el caṕıtulo anterior denominamos temperatura de Unruh [ecuación (4.58)],
tiende efectivamente a anularse en el ĺımite r → 2M .

Sin embargo, la interpretación adecuada de este término es muy distinta:
este término forma parte del efecto Unruh, constituyendo la parte asociada a la
aceleración de la gravedad. Es decir, podemos separar la expresión de la función
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de temperatura efectiva total (5.4) en dos contribuciones:

κ(u) = κH(u) + κU(u), (5.28)

donde

κH(u) :=

√
1− vl
1 + vl

1√
1− 2M

r

κ̄(ū), (5.29)

κU(u) :=

√
1− vl
1 + vl

1√
1− 2M

r

(
−M
r2

)
+ ap. (5.30)

El término κH es la contribución a la percepción total de la radiación emitida
por el agujero negro, propia del estado y definida como aquella que escapa a la
región asintótica; y el término κU corresponde al efecto Unruh debido de la acele-
ración del observador, entendida esta aceleración en un sentido que explicaremos
a continuación.

A esta interpretación nos llevan varias consideraciones. La primera es que
la expresión de la contribución correspondiente a la radiación del agujero ne-
gro (5.29) es totalmente consistente por śı misma. Como ya hemos descrito, es la
radiación que escapa al infinito espacial corregida por los factores adecuados al
observador O. Es una expresión análoga a la que se obtendŕıa para la percepción
de cualquier radiación térmica emitida por un cuerpo celeste, sea esta debida a
un proceso electromagnético, nuclear, etc.

La segunda consideración es que la contribución que hemos asignado al efec-
to Unruh (5.30) es toda la que no depende del estado de vaćıo escogido, sino
únicamente del estado de movimiento del observador O. No resultaŕıa coherente
asignar su procedencia a la radiación emitida por el agujero negro, sino más bien a
la propia percepción del observador. Además, aunque parece razonable identificar
el efecto Unruh exclusivamente con la aceleración propia, un razonamiento nos
indica que tal identificación no es adecuada. En Minkowski en 1+1 dimensiones,
entre un observador en la región asintótica y cualquier otro observador siempre
media un espacio-tiempo trivial: el de Minkowski. Sin embargo, este no es el caso
en general, y en particular no lo es en un agujero negro. Entre un observador en
la región asintótica del agujero negro y el observador O media un espacio-tiempo
no trivial que acelera al segundo con respecto al primero, es decir, con respecto
a la región asintótica. A la vista de los resultados, es la aceleración con respecto
a la región asintótica la que produce un efecto Unruh sobre el observador O, sea
esta aceleración propia o aceleración debida a la curvatura del espacio-tiempo.

Puede parecer, haciendo de nuevo una comparación demasiado inmediata con
Minkowski, que el hecho de que la temperatura de la radiación correspondiente
al efecto Unruh no sea proporcional únicamente a la aceleración propia viola el
principio de equivalencia. Sin embargo, una correcta interpretación de nuestros
resultados nos indica que esto no es aśı. Para comprobar que el principio de equi-
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valencia se cumple al comparar localmente con el conocido resultado del efecto
Unruh en el vaćıo de Minkowski, debemos considerar que el observador que de-
fine el estado de vaćıo es un observador en cáıda libre e instantáneamente en la
misma posición radial r que el observador O. En tal caso, es fácil ver que se re-
quiere κ̄(ū) =M/r2 en ese instante y esa posición, por lo cual los términos (5.25)
y (5.26) se cancelan entre śı y κ(u) = ap. Es decir, recuperamos localmente la
expresión estándar del efecto Unruh en Minkowski. Sin embargo, en general el
observador que define el vaćıo no tiene por qué encontrarse ni en cáıda libre ni en
la posición del observador O, por lo que en general no se cumplen las condiciones
para siquiera poner a prueba el principio de equivalencia.1

Pongamos un ejemplo concreto. Consideremos una estrella de neutrones, no
colapsada, en cuyo exterior el campo de radiación se encuentra en el vaćıo de
Boulware, de tal forma que κ̄(ū) = 0. Para los observadores estáticos en una de-
terminada posición radial, se tiene que κ(u) = 0 de forma constante, en cualquier
posición. Basándonos en la argumentación hecha en la sección 2.3, podemos afir-
mar sin lugar a dudas que de una colectividad de detectores de Unruh-DeWitt
siguiendo tales trayectorias estáticas ninguno se excitará. Un resultado análogo
se obtiene en [21] para un campo gravitatorio newtoniano, solución de las ecua-
ciones de Einstein linealizadas. Sin embargo, ¿cómo es posible que no se exciten
detectores de Unruh-DeWitt sometidos a aceleraciones propias arbitrariamente
altas (según su posición sea más cercana al horizonte)? Una primera respuesta a
tal cuestión es clara: en este caso, son los detectores en cáıda libre los que śı detec-
tan una temperatura efectiva no nula, dada precisamente por el término (5.26).2

No hay razón para pensar que, en tal estado, los detectores con aceleración pro-
pia tengan que excitarse como si se encontrasen en el vaćıo de Minkowski. Y tal
excitación de hecho no se produce debido a que, por una parte, la emisión de
la estrella de neutrones es nula (ignorando, evidentemente, otros procesos f́ısi-
cos en la estrella que también dieran lugar a emisión) y, por otra, la aceleración
con respecto a la región asintótica también es nula, luego ninguno de los dos
fenómenos puede servir de fuente para la excitación. Algo análogo sucede con el
campo electromagnético y las cargas eléctricas en electrodinámica clásica: una
carga en reposo en un agujero negro no emite radiación a la región asintótica
aunque esté sometida a aceleración propia, mientras que una carga en cáıda libre
śı lo hace [62, 63].

Un aspecto importante a resaltar es que la superposición de los dos términos
en la percepción total (5.28) puede ser destructiva, y de hecho lo es en muchos

1En [15] se defiende que puede encontrarse una violación del principio de equivalencia por
detectores de Unruh-DeWitt en Schwarzschild. En nuestra opinión, se comete el error aqúı men-
cionado de no comparar con el estado de vaćıo adecuado, en la ĺınea del comentario que recibe
este art́ıculo en [60]. Este comentario tiene a su vez la réplica [61]. En [18] se hace también
una discusión sobre el principio de equivalencia, pero considerando la situación en la que los
detectores están aislados en cavidades.

2Recuérdese que la temperatura del espectro térmico finalmente detectado (cuando puede
hablarse de tal) es proporcional al valor absoluto de la función de temperatura efectiva [ecua-
ción (2.44)].
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de los casos considerados. Es decir, el efecto Unruh puede tanto dar lugar a per-
cepción de radiación donde no la hay, como hacer que la radiación existente pase
desapercibida. Esto último sucede, por ejemplo, para los observadores en cáıda
libre e instantáneamente estáticos en el vaćıo de Unruh (los que denominamos
observadores de Unruh en el caṕıtulo anterior), para los cuales la función de tem-
peratura efectiva toma el valor κUnruh(r) dado en (5.27). Es decir, en las posiciones
donde los observadores estáticos detectan una temperatura arbitrariamente alta,
correspondiente a la radiación de Hawking que, de hecho, escapa del agujero ne-
gro, desplazada al azul por el factor de corrimiento gravitacional, los observadores
de Unruh detectan esencialmente vaćıo.

5.3.1. Temperatura efectiva y aceleración relativa

La separación en dos términos de la temperatura efectiva hecha en (5.28) es la
misma que la que se obtuvo en la segunda ĺınea de (5.1), donde es evidentemente
es segundo término el que se identifica con κU(u). Dicho término puede reescribirse
con un cambio trivial en una forma especialmente clarificadora:

κU(u) = −
(
dū

du

)−1
d

du

(
dū

du

)
. (5.31)

Esta expresión es quizá la que mejor nos muestra la interpretación correcta de
este término: la temperatura efectiva de la contribución debida al efecto Unruh
es no nula cuando hay una variación en el factor de corrimiento en frecuencias,
o lo que es equivalente, un reajuste en la sincrońıa de los relojes dū/du, entre el
observador O y la región asintótica.3 Por tanto, como ya hemos dicho, el efecto
Unruh no vendŕıa dado por la aceleración propia, sino por la aceleración con res-
pecto a la región asintótica, entendida tal aceleración como “variación del factor
de corrimiento en frecuencias”, sea dicha variación producida por una aceleración
propia, gravitatoria, o cualquier combinación de ambas. Por supuesto, en Min-
kowski ambos conceptos, aceleración propia y aceleración con respecto a la región
asintótica, coinciden. Ello se debe a que en tal caso el factor de corrimiento en
frecuencias solo responde al efecto Doppler. Por el contrario, en Schwarzschild
este factor está dado por

dū

du
=

√
1− vl
1 + vl

1√
1− 2M

r

, (5.32)

es decir, por el producto del efecto Doppler y el corrimiento gravitacional. La
presencia de este último factor es la responsable de que la aceleración propia y la
aceleración con respecto a la región asintótica no sean la misma.

3De forma análoga sucede para la función de temperatura efectiva total: es no nula cuando
hay una variación en el factor de corrimiento en frecuencias entre el observador que define el
estado de vaćıo y el observador O.
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Como generalización, podemos escribir dos expresiones que relacionan la fun-
ción de temperatura efectiva definida para distintos observadores, y que pueden
entenderse claramente como relaciones entre aceleraciones relativas. Considere-
mos un conjunto de coordenadas nulas salientes {ui} asociadas a distintos obser-
vadores {Oi} en el exterior de un agujero negro de Schwarzschild.4 Definimos

Di,j :=
duj
dui

, κi,j := −
d2uj
du2i

/
duj
dui

. (5.33)

Di,j es el corrimiento en frecuencias del observador Oi con respecto al observa-
dor Oj, y κi,j es la función de temperatura efectiva para el observador Oi en
el vaćıo definido por el observador Oj. Es fácil ver que se cumplen estas dos
relaciones:

κi,j = −Di,jκj,i, κi,j = Di,kκk,j + κi,k. (5.34)

Estas relaciones se pueden describir como propiedades de las aceleraciones re-
lativas entre los distintos observadores, en el sentido generalizado de aceleración
que ya hemos apuntado, es decir, como variación del factor de corrimiento en
frecuencias. La primera expresa una relación de reciprocidad: la aceleración de
un observador Oi con respecto al otro Oj (medida por Oi), es igual a la acele-
ración de Oj con respecto a Oi (es decir, medida por Oj) con signo contrario y
multiplicada por el correspondiente factor de corrimiento en frecuencias. La se-
gunda expresa una relación de transitividad: la aceleración de un observador Oi

con respecto a otro Oj, es igual a la aceleración de un tercer observador Ok con
respecto a Oj (medida por Ok) multiplicada por el correspondiente factor de co-
rrimiento en frecuencias (entre Oi y Ok) más la aceleración de Oi con respecto
a Ok. Es fácil comprobar que tanto la expresión de κ(u) en (5.1) como, a su vez,
la expresión de κU(u) en (5.30) pueden entenderse como ejemplos de la segunda
de las relaciones (5.34).

5.4. Volviendo sobre la percepción de la radia-

ción de Hawking

En esta sección haremos un uso práctico de la expresión obtenida para la
temperatura efectiva (5.4) volviendo de nuevo, brevemente, sobre algunos de los
ejemplos de observadores estudiados en el caṕıtulo anterior. Es evidente que, con
tal expresión en la mano, los cálculos son mucho más sencillos, y el significado
f́ısico de los resultados es mucho más ńıtido. Además, con la expresión encon-
trada podemos codificar la elección del estado de vaćıo, sea este el que fuere, en
la función κ̄(ū(u)). Mantendremos esta función escrita de forma genérica, salvo
cuando pasemos a centrarnos en el vaćıo de Unruh.

4En realidad, las relaciones que escribiremos son válidas en cualquier región conforme a

Minkowski, si además se considera la teoŕıa invariante conforme para el campo de radiación.
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Para observadores estáticos en un radio fijo r(u) = rs, se tiene que

vl(u) = 0, ap(u) =
1√

1− 2M
rs

M

r2s
, (5.35)

y por tanto

κ(u) =
1√

1− 2M
rs

κ̄(ū(u)). (5.36)

Es decir, estos observadores perciben la radiación saliente del agujero negro en
ese instante, multiplicada por el factor de corrimiento gravitacional al azul co-
rrespondiente a la posición radial.

Anteriormente, hemos definido como observador de Unruh aquel que se en-
cuentra en cáıda libre e instantáneamente estático en un determinado instan-
te u = u0.

5 En tal caso tenemos que vl(u0) = 0 y ap(u0) = 0, y por tanto

κ(u0) =
1√

1− 2M
r(u0)

(
κ̄(ū(u0))−

M

r(u0)2

)
. (5.37)

Como ya hemos mencionado, estos observadores son uno de los paradigmas de
“interferencia destructiva” entre las dos contribuciones a la función de tempe-
ratura efectiva que definimos en la sección anterior, es decir, entre la radiación
que escapa del agujero negro y el efecto Unruh que “distorsiona” la percepción
del observador, debido a la resta que aparece entre paréntesis en (5.37). Si con-
sideramos en particular el estado de vaćıo de Unruh para el campo de radiación,
tenemos que κ̄(u0) = 1/(4M). En tal caso, cuando el observador de Unruh se
encuentra arbitrariamente cercano al horizonte, se obtiene

1√
1− 2M

r(u0)

(
1

4M
− M

r(u0)2

)
−→

r(u0)→2M
0, (5.38)

como ya calculamos en anteriores ocasiones.

Consideremos a continuación la percepción de un observador en cáıda libre
cualquiera (es decir, ap(u) = 0) al cruzar el horizonte. En este caso tenemos una
velocidad radial no nula apuntando al horizonte, que llamaremos v := dr/dτ < 0.
Teniendo en cuenta la definición de la velocidad vl dada en (5.8), esta última
velocidad se comporta en el horizonte como

vl =
v√

1− 2M
r
+ v2

−→
r→2M

−1. (5.39)

5Debe notarse que la elección de la denominación “observador de Unruh” atiende a que estos
observadores son los que ven el vaćıo de Unruh como vaćıo (cerca del horizonte), no a que no
experimenten efecto Unruh.
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Este comportamiento conlleva, por tanto, un factor Doppler divergente

√
1− vl
1 + vl

−→
r→2M

∞, (5.40)

que competirá con la tendencia a anularse en el horizonte de la cantidad (5.38).
De esta competición es de la cual se obtiene el resultado

κ(u) −→
r→2M

1

M

√
1− 2M

r0
, (5.41)

donde aqúı r0 es el radio desde el cual se inicia la trayectoria en cáıda libre del
observador. En particular, si la trayectoria se inicia en el infinito espacial, tene-
mos κ = 1/M , es decir, cuatro veces la temperatura de la radiación de Hawking
asintótica.

5.5. La temperatura efectiva en Minkowski

En esta sección, haremos una breve descripción del uso de la función de tem-
peratura efectiva en el espacio-tiempo de Minkowski, considerando además un
escenario f́ısico de especial interés conceptual. En este espacio-tiempo es fácil ob-
tener la función de temperatura efectiva para un observador cualquiera en un
estado de vaćıo cualquiera. El resultado es

κ(u) =

√
1− vl
1 + vl

κ̄(ū) + ap, (5.42)

donde ū = ū(u) := t(u)− r(u) es la coordenada nula de Minkowski,

κ̄(ū(u)) = − d2U

dū2

/
dU

dū
, (5.43)

es la función de temperatura efectiva del estado, y

vl(u) :=
dr

du

/√

1 +

(
dr

du

)2

, ap(u) :=
d2r

du2

/√

1 +

(
dr

du

)2

, (5.44)

son la velocidad con respecto al sistema de referencia (t, r) y la aceleración propia,
respectivamente.

Vamos a escoger en primer lugar la función de temperatura efectiva del estado.
En el caso del vaćıo de Minkowski, es evidente que U ∝ ū, y por tanto tenemos
que κ̄(ū) = 0 y κ(u) = ap(u): hemos recuperado la formulación original del efecto
Unruh. Imaginemos, por el contrario, que el vaćıo lo definimos con la coordenada

U = UH − A e−κcū, (5.45)
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donde κc > 0 es una constante. De esta forma, la temperatura efectiva del esta-
do κ̄(ū) = κc es constante. Si se calcula la trayectoria del observador que define
este vaćıo, se comprueba que parte con velocidad igual a −1 en el pasado remoto
(lo cual no es un problema), pero alcanza una velocidad igual a 1, y agota su tra-
yectoria, en un tiempo propio finito, lo cual es f́ısicamente imposible. Es evidente
por qué se produce esto: estamos intentando obtener un vaćıo equivalente al vaćıo
de Unruh para los observadores en la región asintótica de un agujero negro de
Schwarzschild, y en tal caso los observadores en cáıda libre que definen ese vaćıo
abandonan la región exterior del agujero negro en un tiempo propio finito.

A pesar de ello, en lo que sigue en esta sección escogeremos el estado de vaćıo
tal que κ̄(ū) = κc, asumiendo que un procedimiento f́ısico nos ha llevado a este
estado. Una forma más f́ısica de obtener κ̄(ū) = κc constante es considerar que, en
realidad, nos encontramos en el espacio-tiempo de Schwarzschild y en el vaćıo de
Unruh, de forma que κc = 1/(4M), pero a una distancia arbitrariamente grande
del agujero negro, de tal manera que en el espacio que necesitamos para nuestros
experimentos nunca nos acercamos significativamente a este. De esta forma, al
tomar el ĺımite r →∞ en las expresiones asociadas a la función κ(u) encontradas
en las secciones anteriores, estas se reducen a las expresadas aqúı.

Una vez fijada la temperatura efectiva del estado, tenemos la expresión

κ(u) =

√
1− vl
1 + vl

κc + ap. (5.46)

En la sección 5.3, resaltamos la posibilidad de que la composición entre la per-
cepción de la radiación presente en el estado de vaćıo dado y la contribución del
efecto Unruh fuera de carácter destructivo, de tal forma que la radiación final-
mente percibida por un determinado observador fuera menor que las contribucio-
nes por separado. Mostramos, por ejemplo, a los que denominamos observadores
de Unruh como paradigma de este hecho. En el caso de Minkowski, esto puede
llevarnos a plantear la siguiente situación hipotética: ¿Puede un observador en
Minkowski dejar de percibir una radiación térmica propia del estado del campo,
śı percibida por observadores inerciales, simplemente acelerando contra ella (es
decir, en sentido contrario a su propagación)? Es lo que parece concluirse, a sim-
ple vista, de (5.46): basta con escoger una aceleración en sentido de r decreciente,
y por tanto negativa, tal que contrarreste el término de la radiación propia del
estado, de forma que en total κ(u) = 0.

Vamos a comprobar, sin embargo, que no es posible para un observador ha-
cer tal cosa durante un tiempo suficientemente largo. El motivo es que, si bien
la aceleración contra la radiación le permite al observador, según (5.46), anular
la función de temperatura efectiva instantáneamente, dicha aceleración produ-
cirá también un corrimiento al azul en la temperatura percibida de la radiación
propia del estado, lo cual rápidamente compensará significativamente la anula-
ción.

Consideremos que, en un instante inicial u = u0, el observador se encuentra en
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reposo en las coordenadas (t, r), es decir, vl(u0) = 0, y por tanto κ(u0) = κc+ ap.
Para obtener una percepción de radiación resultante nula, dicho observador decide
acelerar con ap = −κc. Puede comprobarse [de las definiciones de vl y ap en (5.44)]
que, para una historia de aceleración propia cualquiera, la velocidad vl(u) se
obtiene de la ecuación diferencial

dvl
du

= ap(u)[1− v2l (u)]. (5.47)

En este caso, con aceleración propia constante, dicha ecuación tiene la solu-
ción vl(u) = − tanh[κc(u − u0)]. De esta forma, podemos obtener el instante
en el cual, debido al corrimiento Doppler, el observador que intentó “apagar” su
percepción de la radiación vuelve a recuperarla con igual temperatura efectiva.
Es decir, el instante u tal que

κ(u) =

(√
1− vl(u)

1 + vl(u)
− 1

)
κc = κc. (5.48)

De esta ecuación se obtiene

vl(u) = −3/5 ⇒ u− u0 = log 2(1/κc) ≃ 0.69(1/κc). (5.49)

Es decir, cuando aún no ha transcurrido el tiempo propio u−u0 ∼ 1/κc necesario
para explorar el rango de enerǵıas caracteŕıstico del espectro ω ∼ κc, la función
de temperatura efectiva, fruto del efecto Doppler, ha recuperado su valor inicial,
lo que significa que el observador volverá a detectar part́ıculas.

En un mejor intento por apagar la radiación inherente al estado mediante una
aceleración contraria a dicha radiación, el observador podŕıa ir aumentando su
aceleración progresivamente, de tal forma que en todo momento compensase el
creciente factor Doppler, y en todo instante se tuviera que κ(u) = 0. Teniendo
en cuenta κ(u) en (5.46) y de nuevo la ecuación diferencial para vl(u) en (5.47),
esto se traduce en la ecuación

κ(u) =

√
1− vl(u)

1 + vl(u)
κc +

dvl/du

1− vl(u)2
= 0. (5.50)

Resolviendo esta ecuación diferencial, de nuevo con la condición inicial dada
por vl(u0) = 0, obtenemos

vl(u) = 1− 1

1− κc(u− u0) + [κc(u− u0)]2/2
; (5.51)

y, teniendo en cuenta una vez más (5.47),

ap(u) =
1

u− u0 − 1/κc
. (5.52)

136



5.6. La temperatura efectiva y los procesos de flotación

Es decir, transcurrido el tiempo propio u− u0 ∼ 1/κc necesario para explorar el
rango de enerǵıas caracteŕıstico del espectro, el observador ha tenido que alcanzar
una aceleración propia infinita y la velocidad de la luz. Por tanto, tampoco de
esta forma parece f́ısicamente posible eliminar la detección de radiación térmica
del estado mediante una aceleración propia contraria al sentido de propagación
de la misma.

Es importante destacar que los valores obtenidos en estos “experimentos men-
tales” con un observador acelerado en Minkowski no deben interpretarse como
una descripción precisa de la percepción real de radiación de dicho observador.
Las trayectorias consideradas son, en general, extremas, y los cambios bruscos,
por lo que la condición adiabática que permite una interpretación directa de κ(u)
en general se violará de forma flagrante. Lo que śı nos han permitido dichos ex-
perimentos es una comprobación de consistencia: no es sostenible un escenario
en el que un observador anule su percepción de una radiación térmica que śı sea
percibida por observadores inerciales, durante un tiempo suficiente, mediante un
efecto Unruh que interfiera destructivamente con ella y que sea fruto únicamente
de la aplicación de una aceleración propia contra dicha radiación.

5.6. La temperatura efectiva y los procesos de

flotación

Finalmente, cabe preguntarse qué implicaciones f́ısicas tiene el considerar las
distintas contribuciones a la función de temperatura efectiva como radiación emi-
tida por el agujero negro o como efecto Unruh. Por una parte, en términos úni-
camente de percepción de radiación, y hasta donde podemos describir con las
herramientas aqúı desarrolladas, bajo cumplimiento de la condición adiabática
la percepción del observador O será sencillamente la de un espectro térmico con
temperatura proporcional a |κ(u)|, sin importar el peso de las distintas contribu-
ciones a ese valor. Sin embargo, la cuestión es completamente distinta si lo que
buscamos es comprender el efecto que tiene la interacción entre un dispositivo
concreto (por ejemplo, un detector de Unruh-DeWitt) y el campo de radiación
sobre el propio campo o, yendo más lejos aún, la reacción que esta interacción
produce sobre la propia trayectoria del dispositivo. Una mala interpretación pue-
de llevar a una falta de entendimiento y a esperar comportamientos opuestos a
los reales.

Es conocido que la interacción de un detector acelerado con un campo en
el vaćıo de Minkowski produce, además de la excitación del propio detector (es
decir, el efecto Unruh), la excitación del campo, fenómeno al que se denomina
radiación Unruh [45, 64, 65].6 Dicha emisión de radiación, por conservación del
momento, actúa contra la velocidad del dispositivo, a modo de “radiación de
frenado” [45]. Sin embargo, una radiación objetiva emitida por el agujero negro

6Sobre la existencia de tal radiación existe cierta controversia en la literatura [66, 67, 68, 69].
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tiene una consecuencia opuesta para el dispositivo con el que interacciona, pues
dicho dispositivo recibe el momento de la part́ıcula que detecta.

Esto tiene una implicación importante en el estudio de los denominados pro-
cesos de flotación en las cercańıas de un agujero negro. Se ha argumentado en
algunos trabajos [25, 26] que los fenómenos de radiación derivados de la Teoŕıa
Cuántica de Campos en espacios curvos pueden dar lugar a que determinados
objetos, situados en las cercańıas del horizonte de sucesos, alcancen un estado de
equilibrio, en el que la fuerza neta realizada por el campo de radiación sobre ellos
compense la atracción gravitatoria del agujero negro, de tal suerte que el objeto
permanezca estático en el exterior.

No obstante, si la radiación percibida por los detectores estáticos muy cerca-
nos al horizonte procediera, casi en su totalidad, del propio efecto Unruh al que da
lugar la aceleración propia que necesitan tales detectores para permanecer estáti-
cos, la argumentación para sostener el escenario de flotación entraŕıa en un bucle
lógico, y por supuesto tal escenario de flotación no resultaŕıa plausible. La radia-
ción producida por el efecto Unruh actuaŕıa contra la aceleración que la produce,
y desde luego no podŕıa ser a su vez motor de esa misma aceleración. El destino
irremediable de cualquier objeto dejado a su suerte en el exterior de un agujero
negro seŕıa caer hacia el horizonte. Sin embargo, si como parece desprenderse de
nuestro análisis, la radiación percibida por tales detectores estáticos no es más
que la radiación que, de hecho, escapa del agujero negro, con su correspondiente
corrimiento gravitacional al azul, el escenario de flotación resulta perfectamente
viable.

5.6.1. Un posible escenario de flotación

A la vista de lo obtenido en secciones anteriores, la atracción gravitatoria,
por su contribución de signo negativo, produce una interferencia destructiva con
la percepción de la radiación procedente del agujero negro, que como decimos
es la que puede dar lugar a un escenario real de flotación. Por tanto, un tipo
de trayectorias de especial interés a la hora de considerar escenarios de flotación
son aquellas en las que dicha interferencia destructiva no está presente, quedando
como única contribución a la percepción de radiación la procedente de la emisión
del agujero negro. Es decir, las trayectorias tales que κ(u) = κH(u) o, de forma
equivalente, κU(u) = 0. Un ejemplo que ya hemos encontrado son las trayectorias
estáticas (con radio constante). En general, dadas las ecuaciones para κU(u) (5.31)
y (5.32), estas trayectorias son solución de la ecuación

√
1− vl(u)

1 + vl(u)

1√
1− 2M

r(u)

= C = const, (5.53)

es decir, aquellas trayectorias para las que no se produce variación en el factor de
corrimiento en frecuencias entre el observador O y la región asintótica. Teniendo
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en cuenta la definición de vl en (5.8), esta ecuación tiene la solución general

r(u) = rf

{
1 +W0

[(
rref
rf
− 1

)
exp

(
rref
rf
− 1− u− uref

2rf
√
rf/(2M)− 1

)]}
, (5.54)

donde rf es el radio final al que tiende asintóticamente la solución en u → ∞,
relacionado con la constante C en (5.53) mediante C = 1/

√
1− 2M/rf ; W0(z)

es la rama principal de la función W de Lambert;7 y rref = r(uref) no es más que
un radio de referencia arbitrario, por el cual cruza la trayectoria en el instante de
referencia arbitrario uref .

Tenemos tres familias de soluciones: para rref > rf , las trayectorias parten del
infinito espacial con velocidad vl = (1 − C2)/(1 + C2); para 2M ≤ rref < rf ,
las trayectorias comienzan en el horizonte de sucesos con velocidad vl = 1; y
para rref = rf , se tienen las ya conocidas trayectorias estáticas r(u) = rf . En las
figuras 5.2 y 5.3 se muestran ejemplos de las dos primeras familias de soluciones.
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Figura 5.2: Trayectorias r(u) en (5.54) pa-
ra rf = (3M, 4M, 5M, 6M) y rref =
(4M, 8M, 12M, 16M) (ĺınea discontinua,
punteada, punto-raya y continua, respecti-
vamente). Utilizamos unidades 2M = 1
y uref = 0.
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Figura 5.3: Trayectorias r(u) en (5.54) pa-
ra rf = (3M, 4M, 5M, 6M) y rref =
(2.4M, 2.8M, 3.2M, 3.6M) (ĺınea disconti-
nua, punteada, punto-raya y continua, res-
pectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1
y uref = 0.

Las trayectorias (5.54) pueden entenderse como las trayectorias “inerciales”
desde un punto de vista cuántico. Son aquellas trayectorias que no producen nin-
guna “fricción” (siempre que nos preocupemos exclusivamente del sector de radia-
ción saliente) con el campo cuántico. Desde este punto de vista, son la generaliza-
ción a espacios curvos de las trayectorias con velocidad uniforme en Minkowski.
Por tanto, en un agujero negro nos encontramos con dos tipos de trayectorias
especiales: las geodésicas, y las que no presentan “fricción cuántica”.

Teniendo en cuenta la caracterización de estas trayectorias en (5.53), la per-
cepción de radiación emitida por el agujero negro [dada por κH(u) en (5.29)] a lo

7La función W de Lambert está definida de forma impĺıcita como la solución a la ecuación
z = W (z) exp[W (z)]. La rama principal se define con las condiciones W0(z) ∈ R y W0(z) ≥ −1.
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largo de ellas será
κ(u) = κH(u) = C κ̄(ū(u)). (5.55)

Es decir, a lo largo de estas trayectorias se percibe la radiación saliente del agujero
negro con un factor de corrimiento en frecuencias constante.

Por otra parte, teniendo en cuenta la expresión de κU(u) en (5.30) y de nuevo
la caracterización las trayectorias en (5.53), se puede calcular la aceleración propia
que se requiere para seguir las trayectorias dadas por (5.54), la cual resulta

κU(u) = 0 ⇒ ap(u) =
CM

r(u)2
. (5.56)

Por tanto, la aceleración necesaria es inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia radial.

Consideremos en particular la familia de trayectorias procedentes del infinito
espacial (rref > rf) y el estado de vaćıo de Unruh κ̄(ū) = 1/(4M). En tal caso,
de κ(u) en (5.55) se tiene que la función de temperatura efectiva es constan-
te κ(u) = C/(4M) a lo largo de cada trayectoria. De este hecho se desprenden
dos conclusiones: por una parte, que κ(u) = C/(4M) es de facto de la tempera-
tura del espectro térmico percibido, puesto que la condición adiabática se cumple
de forma exacta; y por otra, que la aceleración necesaria (5.56), como resulta
trivial, es a su vez proporcional a la radiación percibida dividida por la distancia
radial al cuadrado:

ap(u) = 4M2 κ(u)

r(u)2
. (5.57)

Esto nos lleva a cuestionarnos el siguiente escenario: En un agujero negro de Sch-
warzschild en 3 + 1 dimensiones,8 siendo la temperatura percibida constante, y
considerando un objeto con una sección eficaz de detección constante, la inten-
sidad total de la radiación percibida también escala con la inversa del cuadrado
de la distancia radial, debido al efecto adicional de la difusión de la radiación
en las tres dimensiones espaciales, efecto que no está presente en 1 + 1 dimen-
siones. Es decir, si consideramos un objeto totalmente opaco y de sección eficaz
radial constante, viajando hacia el agujero negro en 3 + 1 dimensiones siguien-
do la trayectoria dada por (5.54), dicho objeto percibiŕıa en todo momento una
radiación térmica saliente de intensidad justamente proporcional a la aceleración
que necesita para, de hecho, continuar en la trayectoria dada por (5.54), y toda
procedente de la emisión del agujero negro. Dado que la fuerza que la radiación
ejerceŕıa sobre el objeto seŕıa proporcional a la intensidad total de radiación que
este percibe, entonces tan solo ajustando una constante caracteŕıstica del objeto
(por ejemplo, la masa, o la propia sección eficaz) quizá se pudiera preparar dicho
objeto para que siguiera, sin necesidad de un mecanismo adicional, una trayec-
toria dada por (5.54), la cual tendeŕıa asintóticamente a un radio constante. Es

8Por supuesto, ignoramos las correcciones introducidas por backscattering, de las que no
podemos dar cuenta aqúı.
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decir, a un estado de flotación. Esta posibilidad queda como objeto de un estudio
futuro.

5.6.2. Considerando la radiación entrante

En el escenario de flotación que hemos planteado, jugaŕıa también su papel
un aspecto que hasta ahora, por simplificar, venimos ignorando: la radiación en-
trante, es decir, el sector de modos v̄ := t + r∗ del campo. Es evidente que se
puede hacer un estudio de este sector análogo al que hemos realizado para el sec-
tor de radiación saliente. En particular, también se puede separar la función de
temperatura efectiva definida para este sector de una forma idéntica a (5.28): una
contribución correspondiente a la radiación propia del estado, que en este caso
correspondeŕıa a radiación entrante desde el infinito espacial; y otra contribución
correspondiente al efecto Unruh en este sector. Dado que para el escenario de flo-
tación hemos considerado el vaćıo de Unruh, en tal escenario no existe radiación
entrante desde el infinito espacial. Sin embargo, a diferencia de lo que sucede en
el sector de radiación saliente, para la radiación entrante śı aparece efecto Unruh
al seguir las trayectorias (5.54) (salvo las de radio constante). Las trayectorias
para las que no hay efecto Unruh en el sector de radiación entrante (en cuyo
caso, en general śı lo hay en el de radiación saliente) son las mismas trayecto-
rias (5.54) pero recorridas en sentido contrario, es decir, desde el radio rf en el
pasado asintótico, hacia el infinito espacial o el horizonte. Esto se debe a que el
factor de corrimiento en frecuencias para el sector entrante tiene un cambio del
signo temporal:

dv̄

dv
=

√
1 + vl
1− vl

1√
1− 2M

r

, (5.58)

donde vl mantiene la definición dada en (5.8) y v = u = τ no es más que el tiempo
propio del observador O. La función de temperatura efectiva para el efecto Unruh
en este sector (que distinguiremos con el supeŕındice v̄) es

κv̄U(v) :=

√
1 + vl
1− vl

1√
1− 2M

r

M

r2
− ap, (5.59)

donde ap igualmente mantiene la definición dada en (5.9).
Vamos a estudiar el comportamiento de esta temperatura efectiva a lo largo de

las trayectorias (5.54) en las que se ha propuesto el escenario de flotación, sabiendo
que dicho escenario se propone en el vaćıo de Unruh. Teniendo en cuenta que tales
trayectorias son solución de la ecuación diferencial (5.53), y que la aceleración
propia a lo largo de las mismas está dada por (5.57), puede verse fácilmente que
la cantidad (5.59) para estas trayectorias como función de la posición radial toma
el valor

|κv̄U(r)| =
CM

r2

(
1− 1− 2M/rf

1− 2M/r

)
. (5.60)
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Considerando únicamente la familia de trayectorias que parten del infinito espa-
cial, este valor tiende a anularse en r →∞ y en r → rf (salvo en el caso rf = 2M),
es decir, al principio y al final de la trayectoria, pero en general es no nulo. Para
hacernos una idea de su importancia con respecto a la radiación que sostendŕıa el
escenario de flotación planteado, dada por κ(u) = C/(4M), definimos como Rrf (r)
el cociente

Rrf (r) :=

∣∣∣∣
κv̄U
κ

∣∣∣∣ =
4M2

r2

(
1− 1− 2M/rf

1− 2M/r

)
. (5.61)
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Figura 5.4: Valor de cociente Rrf (r) para rf = (3.2M, 2.6M, 2.2M, 2M) (ĺınea discontinua,
punteada, punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

En la figura 5.4 se muestra un ejemplo del comportamiento de esta cantidad
a lo largo de trayectorias con distintos radios finales. Para cada trayectoria, dicha
cantidad presenta un máximo en el radio

rmáx
rf

:=
M

2

(
1 +

√
1− 5rf

M
+

9r2f
4M2

)
+
3

4
rf , (5.62)

cuyo valor es

Rmáx
rf

:=
M2

2r2f

[(
1− 9rf

2M

)√(
1− rf

2M

)(
1− 9rf

2M

)
− 1− 9rf

M
+
27r2f
4M2

]
. (5.63)

En las figuras 5.5 y 5.6 se muestran rmáx
rf

y Rmáx
rf

en función de rf , respec-
tivamente. Puede comprobarse que el máximo tiende a acercarse al final de la
trayectoria según rf → 2M , y su valor es 1 en rf = 2M , decreciendo monótona y
rápidamente a cero cuando rf crece. De este análisis comparativo podemos intuir
que el efecto Unruh en la radiación entrante solo jugaŕıa un papel significativo
sobre el proceso de flotación propuesto cuando el radio final de flotación estuviera
muy cercano al horizonte de sucesos; y, en tal caso, solo lo haŕıa en la última parte
de la trayectoria de flotación.
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Figura 5.5: Valor de rmáx
rf

en función de rf .
Utilizamos unidades 2M = 1.
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Figura 5.6: Valor de Rmáx
rf

en función de rf .
Utilizamos unidades 2M = 1.

De cualquier forma, el resultado f́ısico esperable de la presencia de efecto Un-
ruh en la radiación entrante es la emisión de radiación Unruh entrante por parte
del objeto en proceso de flotación. Dicha emisión, por conservación del momento,
no puede sino contribuir aun más a la propia flotación, al menos en primera apro-
ximación. Es cierto que dicha contribución modificaŕıa la aceleración, y por tanto
sacaŕıa al objeto de la trayectoria (5.54), lo cual podŕıa desestabilizar el proceso
anteriormente planteado. El resultado final no parece que pueda conocerse salvo
que se proponga un modelo concreto de interacción entre el objeto y el campo de
radiación. No obstante, nada parece indicar que la presencia de efecto Unruh en la
radiación entrante vaya a ser un factor decisivo en este escenario, y donde seguro
que no estaŕıa presente es en el eventual estadio final en el que se alcanzase un
radio constante. En cualquier caso, el análisis en detalle del escenario de flotación
planteado queda fuera de esta memoria, como propuesta de trabajo futuro.
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Caṕıtulo 6

El vaćıo pulsante

Una última aplicación de la función de temperatura efectiva, en particular de
la función de temperatura efectiva del estado, es la de describir un escenario en el
que pueda obtenerse radiación muy similar a la radiación de Hawking emitida por
un objeto estelar hacia el infinito espacial sin necesidad de formar un horizonte
de ningún tipo, y por ello sin necesidad de trazar sobre modos en el interior
del agujero negro ni invocar frecuencias arbitrariamente altas. Es decir, evitando
los problemas conocidos como paradoja de la información [8, 9, 10] y problema
transplanckiano [7], respectivamente.

En la sección 4.2, en la que describimos el que denominamos vaćıo de colapso
según es percibido por observadores estáticos en el exterior de un agujero negro,
hicimos notar un hecho significativo: la radiación percibida por dichos observa-
dores es planckiana, con la temperatura adecuada a cada posición, aun cuando
el observador que define el estado de vaćıo se encuentra todav́ıa relativamente
lejos del horizonte. Este resultado ya se indicó anteriormente en [70], y está en
consonancia con el hecho, mostrado en [71], de que una esfera en colapso que final-
mente se detiene cerca de la formación de un horizonte, pero sin llegar a formarlo,
emite una ráfaga (no necesariamente corta) de radiación antes de detenerse. En
este caṕıtulo describiremos un estado de vaćıo para un campo de radiación en el
exterior de un cuerpo celeste que presenta una radiación muy similar a la radia-
ción de Hawking emitida al infinito espacial, también sin necesidad de formar un
horizonte ni invocar frecuencias transplanckianas, pero además de tal forma que
la radiación es emitida de manera continuada.

Por sencillez trabajaremos, como venimos haciendo en los últimos caṕıtulos,
en la geometŕıa del exterior de un agujero negro de Schwarzschild reducida a
1 + 1 dimensiones [ecuación (1.59)], y considerando igualmente como campo de
radiación un campo escalar real sin masa, en el que se toma la aproximación
de ignorar el potencial efectivo, de tal forma que la teoŕıa resulta invariante
conforme [ecuación (1.65)]. Es decir, todas las condiciones que nos permiten con-
centrarnos exclusivamente en la función de temperatura efectiva. En particular,
nos centraremos en la que denominamos función de temperatura efectiva del es-
tado κ̄(ū) [ecuación (5.2)], puesto que estamos interesados en describir un estado
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con radiación muy similar a la de Hawking emitida a la región asintótica. Por
tanto, en este caso solo tenemos que hablar de un observador: el que define el
estado de vaćıo. Para este observador, consideraremos una trayectoria que oscila
entre dos posiciones radiales próximas al horizonte. Las dos posiciones extremas
de la vibración serán 2M + xin y 2M + xex, con 0 < xin/(2M) < xex/(2M)≪ 1.
Es decir, la vibración sucede muy cerca del horizonte. Identificando el tiempo
propio de la trayectoria en oscilación con la coordenada nula U , construimos el
estado de vaćıo correspondiente a los modos normales asociados a tal coordenada
nula, estado que denominaremos vaćıo pulsante. Utilizando la métrica de Sch-
warzschild (1.59), es fácil ver que la relación formal entre la coordenada nula de
Schwarzschild ū := t− r∗ y la coordenada nula U es

ū(U) =

∫
dU

√
1 + ṙ2/(1− 2M/r(U))

1− 2M/r(U)
− r∗(U), (6.1)

donde r(U) corresponde a la ecuación de la trayectoria en oscilación, r∗(U) es la
“coordenada tortuga” [ecuación (1.60)] para esa misma trayectoria, y ṙ denota
derivación con respecto a U . Por otra parte, la función de temperatura efectiva
del estado que queremos obtener puede reescribirse fácilmente como

κ̄(ū) = − d2U

dū2

/
dU

dū
=

d2ū

dU2

/(
dū

dU

)2
∣∣∣∣∣
U(ū)

. (6.2)

Si introducimos, por comodidad, la coordenada x := r−2M , y tenemos en cuenta
que toda la trayectoria de oscilación se encuentra en la región tal que x ≪ 2M ,
podemos aproximar (6.1) por

ū(U) ≈ 2M

∫
dU
|ẋ|
x

√
1 +

x

2Mẋ2
− 2M log

x

2M
. (6.3)

En la misma aproximación, las derivadas que aparecen en (6.2) se escriben

dū

dU
≈ |ẋ|

x

√
1 +

x

2Mẋ2
− 2M

ẋ

x
,

d2ū

dU2
≈ 2M

(
ẋ

x

)2
{
1− xẍ

ẋ2
− sign(ẋ)

1 + x[1/(4m)− ẍ]/ẋ2√
1 + x/(2Mẋ2)

}
, (6.4)

de tal forma que

κ̄(ū) ≈ −sign(ẋ) 1/(4m)− ẍ√
1 + x/(2Mẋ2)

+ ẍ. (6.5)

Consideremos a continuación una trayectoria x(U) que oscile entre xin y xex
de una forma concreta: partiendo de xex con velocidad radial nula, inicia una
cáıda libre hasta un punto xb muy cercano a xin, en el cual comienza un rebote
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elástico de corta duración, cuyo punto más bajo es xin, para volver de nuevo
de forma simétrica hasta xex, punto que se alcanza con velocidad radial nula, y
aśı sucesivamente. Excepto en el pequeño intervalo de rebote, puede comprobarse
fácilmente que la trayectoria en cáıda libre tiene una aceleración ẍ ≈ −1/(4M)
(la gravedad de superficie en las cercańıas del horizonte). Por tanto, de (6.5) se
obtiene

κ̄(ū) ≈ 1

4M
=: κH. (6.6)

Es decir, salvo en el intervalo de rebote, en el infinito espacial se detecta una
temperatura de radiación aproximadamente igual a la temperatura de Hawking.
Como ejemplo, la figura 6.1 muestra una trayectoria en cáıda libre con un pequeño
rebote elástico regularizado, y la figura 6.2 el comportamiento de la función κ̄(ū)
resultante de esta oscilación, donde se comprueba el resultado (6.6) con una
precisión casi completa.

Figura 6.1: Trayectoria en cáıda libre des-
de xex = 0.0002M hasta xb = 0.00002M ,
donde se produce un rebote elástico entre xb

hasta xin = 0.00001M , para continuar de
nuevo en cáıda libre de vuelta a xex, donde
se comienza un nuevo ciclo. Utilizamos uni-
dades 2M = 1.

Figura 6.2: Valor exacto de κ̄(ū) resultante
de la oscilación de la figura 6.1. Utilizamos
unidades 2M = 1. El valor κ̄(ū) ≈ 1/(4M) =
0.5 es prácticamente exacto en lar regiones en
cáıda libre (la asimetŕıa en el tiempo se debe
a que la transformación de tiempos ū(τ) no
es trivial).

Según se observa desde el infinito espacial, la duración de la mitad de un ciclo
de oscilación es aproximadamente

∆t ≈ 1

κH
log

xex
xin

. (6.7)

Por tanto, si imponemos xex/xin ≫ 1, podemos en principio hacer que la du-
ración de un ciclo sea significativamente mayor que el inverso de la frecuencia
caracteŕıstica de la radiación. De esta forma, según la resolución en tiempos que
se tome para la radiación percibida en el infinito, es de esperar encontrarse en
uno de los dos posibles escenarios siguientes: Para una resolución temporal ba-
ja, nos encontraŕıamos con el espectro planckiano caracteŕıstico de la radiación
de Hawking con un pico adicional en la frecuencia correspondiente a la oscila-
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ción ω ∼ 1/(2∆t); para una resolución alta, pero aun suficientemente baja como
para resolver el espectro de radiación de Hawking, encontraŕıamos igualmente
dicho espectro, pero acompañado de ráfagas periódicas de radiación no térmica,
aproximadamente cada 2∆t, debidas a los rebotes. En el caso en el que ∆t no fue-
ra significativamente mayor que 1/|κ̄(ū)|, es de esperar permanecer en el primer
escenario. Nos queda como trabajo futuro el comprobar cómo depende la emi-
sión acumulada en la parte del espectro asociada al rebote con las caracteŕısticas
espećıficas de dicho rebote.

En este punto, podemos resaltar que, como ya adelantamos, la mayor fre-
cuencia involucrada en este cálculo para obtener la radiación de Hawking no es
excesivamente alta. La máxima frecuencia involucrada en una vibración será del
orden de

ωmax ∼ κHe
κH∆t. (6.8)

(∆t es el tiempo aproximado que se tarda en realizar la mitad de la oscilación,
correspondiente a la cáıda libre hasta el punto más bajo.) Para un agujero negro
de la masa del Sol, e incluso con un semi-periodo de oscilación dado por ∆t ∼
100/κH, el cual corresponde a la situación extrema xex/xin ∼ 1043, esta frecuencia
máxima seŕıa ωmax ∼ 104ωP, donde ωP es la frecuencia de Planck. Dicho valor
está sobradamente dentro de los ĺımites en los que la simetŕıa Lorentz ha sido
claramente verificada por las observaciones [72, 73]. A fin de tener una mejor idea
del comportamiento de esta magnitud, para una oscilación entre xin ≃ 10−20(2M)
y xex ≃ 10−10(2M), tenemos κH∆t ≃ 23, de tal forma que ωmax ∼ 10−29ωP. La
clave de que no se necesite invocar frecuencias desproporcionadas estriba en que,
cuando se produce una nueva oscilación, las frecuencias involucradas no sufren un
corrimiento al azul añadido, sino que se mantienen siempre en el mismo rango,
por debajo de ωmax. Por tanto, no hay problema transplanckiano de ningún tipo
en este escenario. La máxima frecuencia para la cual necesitamos asumir que la
Teoŕıa Cuántica de Campos relativista es correcta es perfectamente asumible. Por
tanto, en este escenario la predicción de que en la región asintótica encontraremos
radiación de Hawking (o muy similar) es completamente créıble.

Remarquemos una vez más que este vaćıo pulsante es apropiado para po-
tenciales objetos estelares sin horizonte, pero cuya superficie está muy cercana
al radio en el que la estructura hubiera formado un horizonte. En nuestras de-
mostraciones, hemos hecho uso de una métrica de Schwarzschild, pero siempre
a partir de un radio significativamente mayor que el horizonte. Por tanto, no ha
sido necesario conjeturar la formación de un horizonte de sucesos. Además, el es-
pectro que hemos encontrado aqúı es planckiano, no necesariamente térmico en el
sentido estricto de responder a una matriz de densidad resultado de trazar sobre
los modos tras el horizonte. Las part́ıculas “compañeras” de las part́ıculas de la
radiación de Hawking emitidas serán igualmente emitidas a su vez, si bien con un
cierto retraso temporal. Por tanto, la conocida como paradoja de la información
tampoco está presente en este escenario.

En este caṕıtulo no hemos entrado a valorar la dinámica que pudiera dar
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lugar a objetos estelares con una superficie oscilando muy cercana al radio de
Schwarzschild del objeto. No obstante, en el marco de la gravedad semiclásica
existen varias propuestas en la literatura de objetos cuya superficie permanece
muy cercana a la formación de un horizonte de sucesos, pero que, debido a la
polarización cuántica del vaćıo, acumulan una densidad de enerǵıa negativa sufi-
ciente en las cercańıas de la superficie, por lo que no llegan a colapsar y formar un
horizonte.1 Algunas propuestas concretas son las gravastars [75], las fuzzballs [76],
o las estrellas negras [77]. Oscilaciones de la superficie de estos objetos cercanas a
las aqúı descritas seŕıan, muy probablemente, una fuente de radiación muy similar
a la radiación de Hawking. De esta forma, es posible pensar que quizá las leyes
generalizadas de la termodinámica de los agujeros negros, basadas en una tempe-
ratura exacta proporcional a la gravedad de superficie, y en la noción geométrica
del área de la superficie, no sean sino una buena aproximación a la f́ısica real de
objetos mucho más complejos.

1La polarización cuántica del vaćıo puede, en general, violar las denominadas condiciones de
enerǵıa [74] en las cuales se basan los teoremas de singularidad [1, 2] que predicen la formación
inevitable de singularidades “vestidas” por horizontes de sucesos, es decir, de agujeros negros
clásicos.
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis ha sido estudiar la percepción de los fenóme-
nos de radiación en Teoŕıa cuántica de Campos en sistemas de referencia no
inerciales y en agujeros negros, en particular los conocidos fenómenos de la ra-
diación de Hawking y el efecto Unruh. Se ha considerado un campo escalar de
Klein-Gordon real sin masa como campo de radiación. Para llevar a cabo el es-
tudio, se han utilizado dos herramientas: los detectores de part́ıculas de Unruh-
DeWitt macroscópicos y la función de temperatura efectiva, esta última basada
en el cálculo del espectro percibido mediante transformaciones de Bogoliubov.
Por otra parte, se ha demostrado que el espectro resultante del cálculo mediante
transformaciones de Bogoliubov, al menos en la teoŕıa invariante conforme en
1 + 1 dimensiones, es directamente interpretable en términos de excitaciones de
detectores de Unruh-DeWitt. De la aplicación de estas herramientas al estudio
de la percepción de radiación por distintos observadores en diversos escenarios,
extraemos las siguientes conclusiones:

La excitación de un detector de Unruh-DeWitt macroscópico siguiendo una
trayectoria rectiĺınea con aceleración lentamente variable en el vaćıo de
Minkowski en 3 + 1 dimensiones puede calcularse mediante una expansión
adiabática de su función respuesta. Dicha expansión permite descomponer
el espectro total percibido en una serie asintótica de diferentes espectros
de distintos órdenes. El espectro de orden cero es el espectro térmico con
temperatura proporcional a la aceleración según la conocida fórmula de la
temperatura de Unruh. Los siguientes son espectros con formas diversas,
cuya contribución al espectro total, según aumenta su orden, está pesada
por potencias cada vez mayores de derivadas cada vez mayores de la acele-
ración con respecto al tiempo propio. Esta expansión adiabática, además,
resulta también válida como expansión en altas enerǵıas. La obtención del
espectro térmico propio del efecto Unruh como contribución de orden cero
nos induce a pensar en tal fenómeno como una radiación que se encuentra
siempre presente cuando existe aceleración, si bien puede quedar eclipsada
por contribuciones al espectro debidas a derivadas temporales de la propia
aceleración.

La función de temperatura efectiva, cuyo valor absoluto, en una teoŕıa
cuántica de campos invariante conforme para el campo de radiación, y bajo
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cumplimiento de la denominada condición adiabática, es proporcional a la
temperatura de la radiación percibida localmente por un observador dado
en un estado de vaćıo del campo, tiene una clara interpretación f́ısica. En
general, puede descomponerse en dos contribuciones:

1. Una contribución a la temperatura efectiva es la que corresponde a
la radiación propia del estado de vaćıo, la cual es aquella que esca-
pa a la región asintótica del espacio-tiempo en el que se encuentra
definido dicho vaćıo, o entra desde la misma, según se considere el sec-
tor de radiación saliente o entrante. La contribución de esta radiación
está corregida por las caracteŕısticas propias del observador. En el es-
pacio tiempo de Minkowski, está corregida por el efecto Doppler dado
por la velocidad del observador con respecto al sistema de coordenadas
en el que se calcula la temperatura de la radiación propia del estado.
En el sector radial del espacio-tiempo de Schwarzschild, está corregida
por el efecto Doppler dado por la velocidad del observador con respec-
to al agujero negro y por el factor de corrimiento gravitacional al azul
propio de la posición radial del observador.

2. La otra contribución a la temperatura efectiva es la que corresponde
al efecto Unruh propio del observador, el cual es debido a la acelera-
ción del mismo con respecto a la región asintótica del espacio-tiempo,
aceleración entendida como variación en el factor de corrimiento en
frecuencias. En Minkowski, esta contribución está dada sencillamen-
te por la aceleración propia del observador. En el sector radial del
espacio-tiempo de Schwarzschild, está dada por la aceleración propia
del observador más otra contribución debida a la aceleración gravita-
toria, que igualmente acelera al observador con respecto a la región
asintótica. La contribución de la aceleración gravitatoria corresponde
a la aceleración dada por la ley de Newton, corregida por los factores
debidos al efecto Doppler y al corrimiento al azul gravitacional ya men-
cionados. Esto significa que, en general, el efecto Unruh no está dado
solo por la aceleración propia del observador, ni tampoco está definido
localmente.

El estado de vaćıo del campo puede definirse escogiendo un observador con-
creto, el cual no percibirá radiación en toda su trayectoria. Tal estado de
vaćıo es el definido por los operadores destrucción correspondientes a los
modos normales naturales para este observador. Dado un estado de vaćıo
definido de esta forma, puede definirse también una función de temperatura
efectiva del estado, la cual nos indica la temperatura efectiva de la radiación
que escapa a la región asintótica, o entra desde la misma. Es esta tempe-
ratura, por tanto, la responsable de la primera de las contribuciones a la
percepción total de un observador cualquiera enumeradas anteriormente. La
temperatura efectiva del estado está dada por la aceleración del observador
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que define el estado de vaćıo con respecto a la región asintótica. Aparte de
los estados de vaćıo manejados en la literatura (vaćıos de Minkowski, Rind-
ler, Boulware, Hartle-Hawking, Unruh, etc.), en esta tesis hemos definido y
estudiado dos nuevos estados de vaćıo para el sector de radiación saliente
de un agujero negro de Schwarzschild:

1. El vaćıo de colapso, que se define escogiendo un observador en cáıda
libre que parte del infinito espacial con velocidad nula.

2. El vaćıo pulsante, que se define escogiendo un observador que reali-
za oscilaciones en las cercańıas del horizonte de sucesos, consistentes
en largos periodos de cáıda libre (parabólica) y rebotes elásticos casi
instantáneos en el punto más bajo de la oscilación.

Las distintas contribuciones a la percepción total pueden tener carácter
destructivo si presentan signos contrarios, tendiendo a anularse entre śı.
Un caso paradigmático de este hecho lo constituyen los que denominamos
observadores de Unruh: observadores en cáıda libre e instantáneamente en
reposo en el exterior de un agujero negro de Schwarzschild. Para estos ob-
servadores, la contribución de la radiación procedente del agujero negro
(propia del estado) y la contribución del efecto Unruh debido a su acele-
ración con respecto a la zona asintótica tienen signos opuestos, de manera
que el efecto Unruh tiende a “ocultar” la radiación emitida por el agujero
negro para estos observadores.

Las expresiones anaĺıticas obtenidas para la función de temperatura efecti-
va en términos de las caracteŕısticas del estado de vaćıo y de la trayectoria
del observador, en las cuales aparecen claramente los roles de los distintos
fenómenos f́ısicos mencionados, son válidas independientemente del cum-
plimiento o no de la condición adiabática que permitiŕıa considerar el valor
absoluto de tal función como proporcional a la temperatura del espectro
térmico realmente percibido. Entendemos que se trata de otro indicio cla-
ro de que esta función describe un fenómeno de percepción de radiación
térmica con entidad f́ısica propia, aunque en general su contribución a la
percepción total no sea la única, debido a la no adiabaticidad. Este fenómeno
f́ısico, al menos en términos exclusivos de percepción de radiación, vendŕıa
a unificar y generalizar los fenómenos conocidos de la radiación de Hawking
y el efecto Unruh.

La aplicación de la función de temperatura efectiva al estudio de la percep-
ción de radiación por distintos observadores en Minkowski nos ha permitido
descartar un escenario irreal: no es posible para un observador dejar de per-
cibir, durante un tiempo suficiente, una radiación que śı sea percibida por
observadores inerciales mediante un efecto Unruh que interfiera destructi-
vamente con tal radiación y que sea fruto exclusivamente de la aceleración
propia del observador contra dicha radiación.
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La aplicación de la función de temperatura efectiva al estudio de la per-
cepción de radiación por distintos observadores en el exterior de un agujero
negro de Schwarzschild nos ha permitido encontrar los siguientes resultados
f́ısicos:

1. El estado que hemos denominado vaćıo de colapso reproduce cualita-
tivamente el resultado esperable para la emisión de radiación durante
un proceso de colapso real de un objeto estelar que acabe formando
un agujero negro u otro objeto similar. A efectos de percepción de
radiación emitida a la región asintótica, dicho vaćıo no estacionario
interpola de manera monótona y suave en el tiempo entre la ausencia
de radiación propia del vaćıo de Boulware y la radiación de Hawking
propia del vaćıo de Unruh.

2. Contrariamente a lo que se ha sostenido habitualmente en la literatura,
en el vaćıo de Unruh los observadores en cáıda libre en general śı detec-
tan radiación al cruzar el horizonte de sucesos. Salvo para el observador
que al cruzar el horizonte se encuentra, además, instantáneamente en
reposo, para el resto de observadores la función de temperatura efec-
tiva es no nula al cruzar el horizonte, siendo cuatro veces mayor que
la correspondiente a la radiación de Hawking para el observador que
parte en cáıda libre desde el infinito espacial con velocidad nula. Esto
se debe a un efecto Doppler divergente en el horizonte, cuya diver-
gencia compensa el hecho de que la temperatura de los observadores
de Unruh śı tiende a anularse en el horizonte, dando lugar a un valor
ĺımite finito. Este valor no nulo sugiere fuertemente que la percepción
de radiación también será no nula, puesto que, aunque la condición
adiabática no se cumple estrictamente durante el incremento final de
la temperatura al cruzar el horizonte, el valor de la función de control
adiabática resulta aun inferior a la unidad, lo cual indica que el valor
de la temperatura efectiva es un razonable estimador de la cantidad
de radiación percibida, aunque esta no tenga un espectro térmico.

3. En un agujero negro de Schwarzschild, además de las geodésicas, exis-
ten otro tipo de trayectorias especiales, que podŕıan describirse como
carentes de “fricción cuántica”: aquellas para las cuales no hay efecto
Unruh en el sector de radiación saliente o entrante (pero en general no
en ambos). Por una parte, existen trayectorias que parten del infinito
espacial o del horizonte de sucesos para aproximarse asintóticamente a
un radio final, con efecto Unruh nulo para la radiación saliente. Si estas
mismas trayectorias se siguen en sentido contrario, es decir, partiendo
de un radio fijo en el pasado asintótico y desviándose de él hacia el
horizonte o hacia el infinito espacial, entonces el efecto Unruh es nulo
para la radiación entrante. Por otra parte, las trayectorias estáticas
que permanecen con un radio constante son las únicas para las que no
hay efecto Unruh en ninguno de los dos sectores.
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A lo largo de las trayectorias sin efecto Unruh en la radiación saliente y
que parten del infinito espacial, la radiación percibida, cuando el campo
se encuentra en el vaćıo de Unruh, es constante y toda procedente de la
emisión del agujero negro. Por otra parte, la aceleración propia necesaria
para seguir tales trayectorias escala con el inverso de la distancia radial
al cuadrado a lo largo de las mismas. Por tanto, en un agujero negro en
3 + 1 dimensiones, debido a la difusión de la radiación emitida por el agu-
jero negro, un objeto con sección eficaz constante siguiendo una de estas
trayectorias detectaŕıa una intensidad total de radiación proporcional a la
aceleración propia que necesita para continuar por esa misma trayectoria,
a lo largo de la cual alcanzaŕıa finalmente un radio constante. Esto plantea
un posible escenario auto-consistente de flotación debida a la radiación del
agujero negro. Si bien para estas trayectorias śı existe efecto Unruh en el
sector de radiación saliente, un primer análisis parece indicar que tiene, en
general, una importancia secundaria. Además, lo esperable es que, en una
primera aproximación, dicho efecto Unruh sea favorable al propio proce-
so de flotación, y que en cualquier caso desaparezca en el estadio final del
mismo. Todo este escenario será objeto de estudio futuro.

El estado que hemos denominado vaćıo pulsante es una propuesta de estado
de vaćıo para la que se obtiene una radiación muy similar a la radiación de
Hawking emitida por un agujero negro, salvo por ráfagas periódicas de ra-
diación añadidas, o por picos de emisión superpuestos en determinadas fre-
cuencias. El uso de este vaćıo permite evitar el tener que invocar frecuencias
extremadamente altas en el proceso de creación de part́ıculas en el infinito,
aśı como la necesidad de que el objeto forme un horizonte de sucesos. Sin
entrar en los procesos f́ısicos que pudieran dar lugar a un objeto estabili-
zado y oscilante en las cercańıas de su radio de Schwarzschild (los cuales
serán objeto de estudio futuro), cuya radiación creemos que podŕıa descri-
birse adecuadamente por este vaćıo, el mecanismo de pulsación aqúı descrito
demuestra que tales objetos podŕıan radiar de una manera muy similar a
como lo haŕıa un agujero negro, sin que el problema transplanckiano ni la
paradoja de la información estuvieran presentes.
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