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Resumen

En esta tesis se ha realizado un estudio de la percepciéon de los fenémenos de
radiacién en Teoria cuantica de Campos en sistemas de referencia no inerciales
y en agujeros negros, en particular los conocidos fenémenos de la radiacion de
Hawking y el efecto Unruh. Se ha considerado un campo escalar de Klein-Gordon
real sin masa como campo de radiacion. Para llevar a cabo el estudio, se han
utilizado dos herramientas: los detectores de particulas de Unruh-DeWitt ma-
croscopicos y la funcion de temperatura efectiva, esta tltima basada en el calculo
del espectro percibido mediante transformaciones de Bogoliubov. Utilizando el
modelo de detector de Unruh-DeWitt, se ha propuesto una expansion adiabatica
de las propiedades de detecciéon de estos objetos cuando siguen trayectorias con
aceleracion lineal lentamente variable en el espacio-tiempo de Minkowski. Esta
expansion adiabatica permite calcular el espectro detectado a lo largo de dichas
trayectorias, y en ella se encuentra el espectro térmico caracteristico del efecto
Unruh como término de orden cero en la expansién. Por otra parte, mediante la
funcion de temperatura efectiva se ha estudiado la percepcion de la radiaciéon de
Hawking por observadores siguiendo distintas trayectorias radiales en el exterior
de un agujero negro de Schwarzschild. Para simular el proceso de encendido de
la radiacion en un escenario real de colapso, se ha introducido un estado de vacio
no estacionario para el campo de radiacion que interpola suavemente entre la
ausencia de radiacién en el pasado asintético y la radiacién de Hawking en el
futuro asintoético. Uno de los resultados mas importantes del andlisis realizado es
el hecho de que, en general, los observadores en caida libre no detectan vacio al
cruzar el horizonte de sucesos, aun cuando el campo se encuentra en el vacio de
Unruh, hecho que podemos explicar debido a un factor Doppler que diverge en el
horizonte. Tras un estudio caso por caso de distintos observadores, procedemos a
dar una expresion general para la funcién de temperatura efectiva, la cual tiene
una clara interpretacion en términos de fenémenos fisicos conocidos. Discutimos
especialmente qué contribucién a la percepcién de radiaciéon de un observador
cualquiera procede de la radiacion emitida por el agujero negro, y cual procede
del efecto Unruh que experimenta el propio observador debido a su estado de
movimiento. De esta discusién concluimos que, en general, el efecto Unruh no se
debe tnicamente a la aceleracién propia del observador, ni puede definirse local-
mente, sino que se debe a la aceleracion del observador con respecto a la region
asintotica del espacio-tiempo. También aplicamos la expresién general de la fun-



cién de temperatura efectiva encontrada al analisis de diversas situaciones fisicas,
en particular a un posible escenario de flotacion en las cercanias de un agujero
negro debido a la radiacién de Hawking. Finalmente, proponemos un estado de
vacio no estacionario, que denominamos vacio pulsante, para el campo de radia-
cién en el exterior de un objeto celeste esféricamente simétrico y cercano a la
formacion de un horizonte. En este estado de vacio se tiene radiacion muy simi-
lar a la radiacién de Hawking emitida por el objeto, pero evitando los conocidos
problemas de la paradoja de la informacion y el problema transplanckiano.
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Otro busca en el fango huesos, cdscaras
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Introduccion

Desde su formulacién por Albert Einstein en 1915, la relatividad general si-
gue siendo a fecha de hoy la teoria mas satisfactoria para describir la interaccion
gravitatoria. Sin embargo, a pesar de su éxito al explicar los distintos fenémenos
observables en gravedad, tiene una caracteristica destacable: parece contener las
semillas de su propia destruccion. El paradigma de este hecho son los conocidos
teoremas de singularidad [1, 2]. Segin nos indican estos teoremas, la relatividad
general clasica predice de forma necesaria la formacion de agujeros negros, sepa-
rados del exterior por un horizonte de sucesos y dentro de los cuales se forma
una singularidad, en la cual la descripcion clasica del espacio-tiempo deja de ser
valida. Por otra parte, estas predicciones anémalas entran en el dominio de cor-
tas distancias y altas energias, lo cual parece indicar que la relatividad general
necesita de la aplicacion de la mecanica cuantica para su consistencia.

Un paso que marcé un antes y un después en la comprension del papel de
la mecdnica cudntica en este escenario fue la derivaciéon por Stephen Hawking
de que los agujeros negros deberian emitir radiacién térmica con temperatura
proporcional a su gravedad de superficie, debido a efectos cudnticos [3, 4]. Se
trata, sin duda, de uno de los resultados mas importante hasta ahora que combina
elementos de relatividad general con elementos de mecanica cuantica. Ademas,
no solo incorpora la mecanica cuantica, sino que esta a su vez permite dotar a
los agujeros negros de propiedades termodinamicas al asignar una temperatura a
estos objetos. Este hallazgo permite completar la analogia entre la dindmica de
los agujeros negros y las leyes de la termodinamica [5, 6], la cual requiere de la
constante de Planck A para poder concretarse.

Si en la evolucién del agujero negro no estuvieran involucradas fuentes de
materia o radiacién que aumentaran el tamano de este (como discos de acrecién,
o la radiacién de fondo césmico), la radiacién de Hawking iria evaporandolo len-
tamente, hasta hacerlo desaparecer. Sin embargo, aun estando presente en todo
el periodo de vida del agujero negro, se puede argumentar que la radiacién de
Hawking (al menos en su formulacién original) tiene su origen tnicamente en el
proceso de colapso que da lugar a la formacion del mismo. Cuando dicho proceso
de colapso ha finalizado, y la geometria se aproxima a la de un agujero negro
cuasi-estacionario (salvo por la propia evaporacién), es cuando esta radiacién es
térmica, y su temperatura proporcional a la gravedad de superficie del agujero
negro en el horizonte, sin que quede ningin rastro del proceso de formacion [4].
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Introduccion

El hecho de que la producciéon de particulas contintie hasta evaporar el aguje-
ro negro, aun después de que el proceso de colapso claramente haya finalizado,
puede interpretarse como debido a que el breve lapso de tiempo que supone la
formacion del horizonte de sucesos, visto desde el propio horizonte, es contem-
plado como un tiempo indefinidamente largo desde la region asintética, debido al
factor de corrimiento en frecuencias divergente entre una zona y otra (es decir, a
la “congelacién del tiempo” en las cercanias del horizonte).

Sin embargo, el fenémeno de la radiacion de Hawking también presenta, a
su vez, otros problemas conceptuales. En particular, el factor divergente en el
corrimiento en frecuencias mencionado es a su vez el responsable del conocido
problema transplanckiano [7], que se debe a la necesidad de involucrar frecuen-
cias extremadamente altas en la derivacion de la radiacién de Hawking. Otro
conocido problema del proceso de evaporacion mediante la radiacién de Hawking
es la paradoja de la informacion (8, 9, 10], que se debe a la necesidad de formar
un horizonte de sucesos, y que consiste en la aparente pérdida irreversible de
informacion tras dicho horizonte, la cual no se recupera a través de la radiacion
emitida, debido al cardcter térmico (decorrelacionado) de la misma.

Como hemos mencionado, la existencia de radiaciéon de Hawking es probable-
mente uno de los resultados mas importantes de la Teoria Cuantica de Campos
en espacios curvos. Un resultado, como veremos relacionado, que rivaliza en im-
portancia con el fendmeno de la radiacién de Hawking es el efecto Unruh [7]. Este
efecto se refiere al hecho de que un observador con aceleracion propia constante
en un espacio-tiempo plano, y acoplado a un campo cuantico, deberia detec-
tar radiacion térmica de dicho campo cuando este se encuentra en el estado de
vacio (para los observadores inerciales), siendo la temperatura de la radiacién
proporcional a la aceleracién del observador. La relacion de este fenémeno con
la radiacion de Hawking se observa claramente a través del principio de equiva-
lencia. El efecto Unruh es, sin embargo, el resultado paradigméatico de un hecho
mas general en Teoria Cuantica de Campos en espacios curvos: el hecho de que la
nocién de particula de un campo cudntico es dependiente del observador [7, 11].
Esto significa que, en un estado en el que determinados observadores no perci-
ben particulas del campo, otros observadores con distinto estado de movimiento
si pueden percibir un contenido no nulo de particulas.

Existen dos formas comunes de acercarse al problema de la percepcion de
radiacién por distintos observadores en Teoria Cuantica de Campos en espacios
curvos: las transformaciones de Bogoliubov [11], que permiten comparar cémo dis-
tintos observadores describen un mismo estado de vacio en términos de particu-
las; y los modelos de detectores cudnticos de particulas (en especial, el modelo de
Unruh-DeWitt [7, 12]), los cuales son dispositivos que experimentan interaccién
con el campo cuantico, excitandose ante la presencia de particulas del mismo.

Una cuestién importante en el estudio de los dos fenémenos mencionados, a
saber, la radiacion de Hawking y la dependencia de la percepciéon de particulas
con el estado de movimiento del observador, es intentar comprender céomo se
combinan en la percepcién final del campo de radiacién por un observador en el
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Introduccion

exterior de un agujero negro. Por una parte, sabemos de la presencia de radiacion
de Hawking emitida por el agujero negro. Sin embargo, el resultado original solo
nos indica que dicha radiacion es percibida como térmica por los observadores
en reposo en la regién asintética y para tiempos suficientemente tardios tras el
colapso [4]. Para un observador siguiendo una trayectoria genérica en el exterior
del agujero negro, la percepciéon de esta radiacion se vera “distorsionada” por su
propio estado de movimiento.

Aunque se ha estudiado la percepcién por parte de distintos observadores de la
radiacién emitida por agujeros negros, los diversos estudios hasta la fecha, aunque
utiles, oscilan entre el andlisis de casos muy particulares (casi todos correspon-
dientes a posiciones estaticas u drbitas circulares de los observadores), por una
parte; y los desarrollos formales més genéricos, pero dificilmente aplicables a casos
concretos o interpretables en términos de fenémenos fisicos conocidos, por la otra.
Por ejemplo, se ha estudiado la percepcion de radiacién mediante el uso de detec-
tores de Unruh-DeWitt en agujeros negros de Schwarzschild [13, 14, 15, 16, 17, 18],
agujeros negros BTZ [17, 19, 20], o campos gravitatorios newtonianos [21]. Tam-
bién se ha hecho un analisis de la percepcién de radiacién por un observador
en caida libre en un agujero negro de Schwarzschild mediante el formalismo de
funciones de onda de Schrodinger [22]. Expresiones formales de la respuesta de
detectores de Unruh-DeWitt en espacio-tiempos curvos generales pueden encon-
trarse en [17, 21].

Sin embargo, una comprension mas general de la percepcién de radiacién en
el exterior de un agujero negro para distintos observadores segtin sus trayectorias,
pero a su vez con resultados concretos e interpretables fisicamente, es el objetivo
principal que nos hemos propuesto en esta tesis. En la percepcion de radiacion
estaran involucrados tanto la radiacién de Hawking como el efecto Unruh, segtin
la trayectoria de los observadores, asi como otros efectos conocidos (como el efecto
Doppler o el corrimiento en frecuencias gravitacional). Para este andlisis, utiliza-
remos dos herramientas: los detectores de Unruh-DeWitt y, principalmente, una
herramienta introducida por primera vez en [23, 24): la funcion de temperatura
efectiva. Con esta funcién es posible calcular, en determinados escenarios y bajo
cumplimiento de ciertas condiciones, la temperatura de la radiacién térmica que
un determinado observador percibe en torno a un instante concreto en un estado
de vacio dado. Su justificacion estd basada en el célculo del espectro percibido
mediante coeficientes de Bogoliubov. Como veremos, se trata de un método es-
pecialmente sencillo, pero con mucho contenido fisico, y que nos ha permitido
comprender mejor el papel de los distintos fenémenos fisicos involucrados en la
percepcién final de la radiacion, asi como extraer conclusiones novedosas.

Una motivacion de especial relevancia para abordar el analisis de la percep-
cion de radiacion en agujeros negros es su potencial aplicacion al estudio de los
fendmenos de flotacion debidos a la radiacién de Hawking [25, 26]. Para tal estu-
dio, es requisito indispensable una correcta comprension, en primer lugar, de la
percepcion de la radiacién de Hawking por los distintos observadores en el exterior
del agujero negro.
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Comenzaremos esta memoria con una introduccién a la Teoria Cuéntica de
Campos en espacios curvos, en particular en sistemas de referencia no inerciales
y en agujeros negros (capitulo 1). Prestaremos especial atencién a las transfor-
maciones de Bogoliubov, obteniendo a partir de ellas los conocidos resultados
del efecto Unruh y la radiacién de Hawking. FEn el capitulo 2 describiremos las
dos herramientas que utilizaremos para estudiar la percepcion de particulas por
distintos observadores a lo largo de la tesis: los detectores de Unruh-DeWitt y
la funcion de temperatura efectiva. Para los primeros, introduciremos algunas
consideraciones técnicas [27, 28, 29, 30] que no se encuentran en su formulacion
original. En la tultima seccion de este capitulo demostraremos que, al menos en el
marco en el cual trabajamos a lo largo de la tesis, el espectro obtenido mediante
los coeficientes de Bogoliubov (y, por tanto, también la funcién de temperatura
efectiva) tiene a su vez una interpretacién inmediata en términos de excitacion
de detectores de Unruh-DeWitt. Estos dos primeros capitulos tienen un caracter
introductorio. Los siguientes capitulos son ya una exposicion de los resultados
originales obtenidos en esta tesis.

Los fenémenos de la radiacién de Hawking y el efecto Unruh comparten la
caracteristica de que la radiacion involucrada presenta un espectro planckiano.
Una cuestién de interés es conocer el comportamiento del espectro de radiacion
cuando nos alejamos de las condiciones “ideales” que dan lugar a tal espectro
planckiano. En el capitulo 3 haremos un acercamiento a esta cuestién, en con-
creto para el efecto Unruh en Minkowski. Utilizaremos el modelo de detector de
Unruh-DeWitt para obtener las propiedades de excitacion de estos detectores pa-
ra trayectorias con aceleracion lineal lentamente variable en el tiempo, y por tanto
fuera del régimen estrictamente constante que requiere el efecto Unruh. Para ello,
propondremos una expansion adiabdtica de la cantidad que denominaremos fun-
cion respuesta [30], y estudiaremos sus propiedades. Extraeremos el efecto Unruh,
con temperatura proporcional a la aceleracion en cada instante, como resultado
a orden cero en la expansion, siendo los érdenes superiores contribuciones debi-
das a las derivadas de la aceleracién. Aunque en un marco distinto al del resto
de la tesis (pero, por otra parte, el mas habitual cuando se trata de estudiar el
efecto Unruh), este andlisis nos permitira hacernos una idea de cémo se desvia el
espectro percibido del espectro planckiano que caracteriza los fenémenos en los
que estamos interesados, cuando nos desviamos ligeramente de las condiciones en
las que tales fenémenos se producen.

El resto de la tesis se centrard exclusivamente (salvo una pequena seccién) en
el estudio de la percepcién de la radiacién emitida por agujeros negros, haciendo
uso de la funcién de temperatura efectiva. Al hacerlo, nos quedaremos tinicamente
con la “componente térmica” de la percepcién de radiacion, ignorando el resto de
contribuciones que hemos encontrado en la expansién adiabatica. No obstante,
con esta funcion podemos estudiar la percepcion de radiacion también en espacio-
tiempos curvos, que es lo que necesitamos en nuestro andlisis. Ademds, veremos
que el estudio de esta componente es sin duda el que tiene mayor interés fisico.
En el capitulo 4 utilizaremos la funcion de temperatura efectiva para estudiar la
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percepcion de la radiacion de Hawking por observadores siguiendo distintas tra-
yectorias en el exterior de un agujero negro de Schwarzschild [31]. Propondremos
un vacio para el campo de radiacién distinto al habitual vacio de Unruh (en el que
el agujero negro emite radiaciéon de Hawking de forma constante), que denomina-
remos vacio de colapso, y el cual pretende simular el proceso de “encendido” de la
radiacion en un escenario de colapso real. Veremos que muchos de los resultados
que obtengamos tienen una clara interpretacién fisica, y en particular encontra-
remos un resultado especialmente interesante, al cual daremos explicacion: aun
estando el campo de radiacién en el vacio de Unruh, los observadores en caida
libre en general s7 detectan radiacion al cruzar el horizonte.

El capitulo 5 proporciona una sintesis conceptual del desarrollo anterior. En
¢l obtendremos una expresion general para la funcién de temperatura efectiva
en funcién de las propiedades locales de la trayectoria del observador cuya per-
cepcion queremos calcular, y de las propiedades del vacio en el cual la estemos
calculando [32]. Daremos una interpretacién fisica a tal expresién, poniendo es-
pecial énfasis en discutir qué contribucién a la percepcion de radiacién procede
de la radiacién propia del estado de vacio (como la radiacion de Hawking), y
qué contribucién corresponde al efecto Unruh propio de la aceleracién del obser-
vador. Obtenida y discutida la expresiéon general, la utilizaremos para analizar
con ella algunos escenarios fisicos, con especial atencion a su aplicacion en un
posible escenario de flotacion en las cercanias de un agujero negro, debido a la
radiacién de Hawking.

En el capitulo 6 propondremos un estado de vacio no estacionario en la re-
gién exterior de un cuerpo celeste, que denominaremos vacio pulsante [33], el
cual presenta una radiaciéon muy similar a la radiacion de Hawking emitida a la
region asintética, sin necesidad de invocar frecuencias extremadamente altas ni
la formacion de un horizonte de ningun tipo en su derivacién.

Finalizaremos la memoria resumiendo y concretando las conclusiones obteni-
das a lo largo de la tesis.

Notacién: La signatura de la métrica serd (—,+,+,+) o (—,+), segin nos

encontremos en 3 + 1 dimensiones o en 1 4 1 dimensiones, respectivamente. Uti-
lizaremos siempre unidades naturales G =c = h = 1.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo haremos una descripcion de la Teoria Cuantica de Campos
en sistemas de referencia no inerciales y en agujeros negros (en particular, en
agujeros negros de Schwarzschild), lo que constituye la base teérica fundamental
de todo el desarrollo de la tesis.!

El campo cuantico mas sencillo es el campo de Klein-Gordon real sin masa.
Aunque no existe ningin campo conocido en el mundo fisico descrito correcta-
mente por este modelo,? como modelo tedrico puede usarse para estudiar muchos
de los fenémenos que aparecen en otros campos cuanticos fisicos, especialmente en
campos bosonicos y sin masa (como el campo electromagnético). En particular,
el modelo resulta especialmente 1til, por su sencillez, para estudiar la mayoria de
los fenémenos de la Teoria Cuantica de Campos en espacios curvos, o en sistemas
de referencia no inerciales, como los que estudiaremos en este capitulo.

Ademas, el campo de Klein-Gordon sin masa posee otra importante ventaja:
en un espacio-tiempo de 1+ 1 dimensiones la teoria para este campo es invarian-
te conforme, es decir, invariante bajo cambio del factor conforme de la métrica.
En los distintos escenarios fisicos que estudiaremos a lo largo de la tesis, nos
limitaremos a la interaccion del campo cuantico con observadores que siguen tra-
yectorias rectilineas en el espacio-tiempo de Minkowski o trayectorias radiales en
el espacio-tiempo de Schwarzschild. Por tanto, aunque los espacio-tiempos fisicos
sean de dimensién 3 + 1, la teoria de campos podra reducirse de forma efectiva,
con algunas aproximaciones que indicaremos, a la teoria en 1 + 1 dimensiones,
permitiéndonos asi explotar las ventajas de la invariancia conforme.

'El material de este capitulo es elemental, y puede encontrarse en diversos manuales [6, 11].
Sin embargo, hemos preferido incluirlo con el fin de hacer la memoria de tesis lo mas auto-
contenida posible.

2Tras las recientes observaciones en el LHC [34], el bosén de Higgs es el candidato mds
importante a ser el primer campo fisico observado experimentalmente y modelizado mediante
un campo escalar (aunque con una masa de aproximadamente 125 GeV). Otros candidatos son
el inflatén [35] (que podria ser el propio bosén de Higgs) y el curvatén [36] en cosmologia.
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1.1. Teoria Cuantica de Campos en sistemas de
referencia no inerciales

En esta seccién haremos una descripciéon general de la teoria cuantica de cam-

pos en sistemas de referencia no inerciales. Es decir, aunque el espacio-tiempo en

el que el campo cuantico esta definido serd el espacio-tiempo plano de Minkowski,

nos centraremos en la descripcion del campo hecha desde sistemas de referencia no
inerciales, particularmente desde sistemas de referencia con aceleracion constante.

1.1.1. Campo de Klein-Gordon real sin masa

Consideremos el espacio-tiempo de Minkowski en 1 4+ 1 dimensiones, y un
campo escalar real ¢(x) definido en todos los puntos z = (¢, z) del espacio-tiempo,
que satisface la ecuacion de Klein-Gordon sin masa

P P

ng:—w—f—@ =0. (1.1)

En la teoria invariante conforme es especialmente conveniente utilizar las coorde-
nadas nulas (U, V'), definidas por

U=t—2z V:i=t+z (1.2)
Utilizando estas coordenadas, la ecuacién (1.1) puede escribirse como

0 0

— _— $=0. 1.
ou ov 0 (13)
Esta ecuacién tiene la solucién general
(U, V) = ¢y (U) + ¢y (V). (1.4)

Cada término de esta solucion puede expandirse en modos de Fourier de la forma

1 .
¢g(U) = \/me_lea (15)
SV = e, (16)

respectivamente. Los modos con w > 0 son modos de frecuencia positiva bien de-
finida con respecto a la coordenada temporal ¢, viajando hacia la derecha (modos
U) y hacia la izquierda (modos V). Debido a la forma de la solucién (1.4), los mo-
dos viajando hacia la derecha y hacia la izquierda se encuentran completamente
desacoplados en la teoria libre e invariante conforme. En adelante, explicitaremos
solo el sector ¢y (U) de (1.4), siendo la teorfa para los modos V' completamente
analoga en un espacio-tiempo plano.
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Los modos (1.5) son ortonormales con respecto al producto escalar

wyi=i [ w{vw gy -vor e an

[e.e]

Esto significa que

(b by = 0(w — o),
(00", 60) = —3(w — o), (18)
<W7¢g’*>:

Dado que el conjunto de modos {¢¥, ¢V} con w > 0 forma una base ortonor-
mal completa, el campo puede expandirse en los modos (1.5) de la forma

b0 (U) = / " dw [l () + () V(U] (1.9)

donde a¥, (a¥)* son los coeficientes de la expansién (unos son los complejos con-
jugados de los otros debido a que estamos considerando un campo real).

A continuacién, pasaremos a construir una teoria cuantica para este campo
escalar. Denominaremos Hy al espacio de Hilbert de los modos U del campo.
Dado que los modos U y V estan completamente desacoplados, el espacio de
Hilbert del campo es Hy, = Hy ® Hy, donde el espacio de Hilbert Hy para los
modos V' es completamente andlogo a Hy. El procedimiento de cuantizacién pasa
por convertir al campo ¢y en un operador ¢EU sobre Hy;. Por tanto, los coeficientes
de la expansion (1.9) pasan también a ser operadores a¥, (a¥)T. El operador campo
en funcién de estos operadores se escribe de forma andloga a (1.9):

o
o) = [~ alel () + 1LY (1.10)
0
No obstante, con el fin de simplificar la notacién, en adelante suprimiremos el
acento circunflejo, puesto que siempre resultard claro cuando un determinado
objeto es un operador. La cuantizacion candnica es equivalente a la imposicion

de las siguientes relaciones de conmutacién sobre los operadores al, (a¥)':

0,
[(a), (ag) =0, (1.11)
o(w

Una posible base para Hy es la dada por la denominada representacion de
Fock. Esta representacién se construye a partir un estado de vacio |OU> Este
estado se define como aquél que es aniquilado por todos los operadores a, deno-
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minados operadores de aniquilacion,
a¥ |0y) = 0. (1.12)

El resto de estados de la representacion de Fock se construyen usando los

denominados operadores de creacion (a¥)T sobre el estado de vacio,

[(M1)wrs - - s (M )wm)p = (2! .. .nm!)fé [(agl)qm e [(agm)T]nm 0y) . (1.13)

Estos estados tienen un niimero de particulas bien definido n; para cada frecuencia

bien definida w;. Es decir, son autoestados de los operadores nimero Ngj =
U\t U .

(ag,)'ag, , con autovalores n;:

Ngl |(n1)W1’ SR (nm)wm>U =Ny |(n1)w1’ SR (nm)wm>U . (1'14)

Cualquier otro estado de Hy puede construirse como combinacion lineal de esta-
dos de esta base.

1.1.2. Transformaciones de Bogoliubov

Para llevar a cabo la cuantizacién del campo de Klein-Gordon, hemos conside-
rado una base particular de modos normales, a saber, aquella cuyos modos tienen
frecuencia bien definida con respecto al tiempo ¢ y nimero de onda bien defini-

do respecto a la coordenada z. Podriamos usar una base de modos ortonormales
distinta {¢"(U)}, dados por

u . 1 —iwu(U)
ou(U) = \/me . (1.15)
La invariancia conforme de la ecuacién de Klein-Gordon sin masa en 1+ 1 dimen-
siones (1.3) hace que la descomposicién en nuevos modos normales pueda descri-
birse simplemente mediante la definicién de una nueva coordenada nula u = u(U)
(que, como funcién de U, debe ser continua y mondétona creciente), como puede
verse en la definicién de los modos (1.15).

Podemos también descomponer el campo en esta nueva base:

pu(U) = / " dw [at e (U) + (a6l (U7 . (1.16)

Por su parte, cada modo de la nueva base puede ser expandido a su vez en la
base anterior {¢U(U)},

02(0) = [ ! ot (0) + Bt VY], (1.17)
0
donde ay ., By se denominan coeficientes de Bogoliubov. La transformacion
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lineal entre las dos bases de modos ortonormales dada por (1.17) se denomina
transformacion de Bogoliubov. Los coeficientes pueden expresarse como productos
escalares de los modos anteriores y los nuevos:

Q! = < Z»Cbg/% Bw,w’ - _< Z’ (¢g’)*> (118)

Dada la forma de los modos de la nueva base (1.15), se pueden obtener ex-
presiones cerradas para estos coeficientes. Tras hacer una integracion por partes
en la integral del producto escalar (1.7), y descartando un término de frontera

irrelevante, se tiene:
1 Jw [ - /
o _% :i/ dU efl(wu(U)fw U)7 (119)

1 Jw [ . ,
Bow =~ % / AU e iwuU)+U) (1.20)

Haciendo una integracién por partes diferente, podemos expresar los coeficientes
también como integrales en la coordenada nula w:

O = QL, /ﬁ/ / dy e iwu—wU@W) (1.21)
TV w J_
1 o0 : ,

Buowr = o / % / dy e iwutwUw) (1.22)

En las expresiones se observa que los coeficientes /3, son aquellos que mezclan
modos de norma positiva y de norma negativa [segin las relaciones de ortonor-
malidad (1.8)] en el cambio de base.

Si realizamos la cuantizacién candnica con los nuevos modos, los coeficientes
de la expansién (1.16) pasan a ser operadores creacién y destruccién a®, (a*)!

sobre Hy. Es fécil ver que la transformacién de Bogoliubov (1.17) es equivalente
a la relacion entre operadores

al = / do’ [az,w,ag, = ﬁ:,w,(ag,)w ) (1.23)
0

Actuando con estos nuevos operadores de creacion y destruccién obtenemos
una nueva cuantizacion de Fock para Hy. Denotaremos con la etiqueta u a los
estados de la representacion de Fock obtenida a partir de los nuevos modos. Se
puede comprobar que, en general, el vacio de una representacién y de otra no son
el mismo. Si calculamos el valor esperado del nimero de particulas con energia
bien definida para los modos u, pero en el vacio |0y) de la representacién de Fock
obtenida a partir de los modos U, tenemos que

(Ou| N |0v) = / dw’ | B |- (1.24)
0
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Es decir, salvo que los coeficientes f,, ,, sean todos nulos, el estado de vacio |0y)
contiene particulas de los modos u.? Es facil comprobar que, en tal caso, esto
también es cierto a la inversa: el estado de vacio |0,) asociado a los modos u
contiene particulas de los modos U. Por tanto, una teoria cuantica de campos
en general tiene distintos vacios, segin la base de modos normales que se utilice
para la cuantizacién. Sin informacién adicional, no es posible escoger uno de ellos
como vacio “preferible” de la teoria. Para seleccionar un estado de vacio concreto
necesitamos escoger un concepto de energia, de tal forma que el vacio sea el estado
de minima energia. Cuando el espacio-tiempo en el que se describe el campo
cuantico no tiene simetrias, ni tan siquiera es estatico, no existe un concepto
privilegiado de energia. Sin embargo, en el caso sencillo de Minkowski, el concepto
de energia privilegiado es aquel que definen los observadores inerciales. El estado
de minima energia definido por estos observadores es el estado de vacio |0y),
asociado a los modos normales (1.5), al cual denominaremos vacio de Minkowsksi.

1.1.3. Coordenadas Rindler

El Principio de Covariancia nos indica que las coordenadas carecen por si mis-
mas de significado fisico, y que las tnicas cantidades verdaderamente fisicas son
aquellas que permanecen invariantes ante difeomorfismos. Esto es cierto también
en el espacio-tiempo de Minkowski: podemos describir este espacio-tiempo utili-
zando unas nuevas coordenadas, en lugar de las coordenadas cartesianas (¢, z).
En particular, podemos usar las coordenadas (7, ), dadas implicitamente por la
transformacién

1 1
t = —e“sinh(an), z= —e®cosh(an), |t| < z, (1.25)
a a

donde a > 0. Estas coordenadas se denominan coordenadas Rindler. La métrica
en coordenadas Rindler tiene la forma

ds? = e (—dn? + d&?). (1.26)

Se comprueba claramente que la métrica (1.26) es estatica y conforme a Min-
kowski. Debe observarse que las coordenadas (1.25) solo estan definidas en una
parte del espacio-tiempo: aquella para la cual [t| < z. Esta region del espacio-
tiempo de Minkowski se denomina cuna derecha de Rindler, y corresponde a la
region denotada por R en la figura 1.1. Esta regién por si misma constituye un
espacio-tiempo estatico y globalmente hiperbdlico, sobre el que puede construirse
una teoria cuantica de campos para el campo escalar sin masa de Klein-Gordon.

Podemos introducir otras coordenadas (7, €) para cubrir también la regién
|t| < —z, denominada cuna izquierda de Rindler, y denotada por L en la figu-

3En realidad, la cantidad calculada en (1.24) corresponde a una densidad de particulas
por intervalo de frecuencia, puesto que estamos tratando con frecuencias en el continuo. Sin
embargo, por abuso de lenguaje hablaremos habitualmente de “numero de particulas”.
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ra 1.1. Estas coordenadas estan dadas por
L 6. _ 1 ¢ _
t = ——e"sinh(an), z=——ecosh(an), [t| < —z. (1.27)
a a

Esta region es también un espacio-tiempo estatico y globalmente hiperbélico.

Las dos regiones restantes P y F en las que se divide el espacio-tiempo en
la figura 1.1 se denominan universo degenerado de Kasner en contraccion y en
expansion, respectivamente [37]. Son también regiones globalmente hiperbdlicas,
pero no estaticas.

Figura 1.1: Espacio-tiempo de Minkowski con las cufias de Rindler R y L, y los universos
degenerados de Kasner P y F.

Aunque la eleccién de coordenadas para describir un espacio-tiempo sea fisica-
mente irrelevante, coordenadas elegidas adecuadamente pueden guardar relacion
directa con magnitudes fisicas medibles. Por ejemplo, las coordenadas cartesianas
en Minkowski se corresponden con los tiempos propios y las distancias propias
medidas en un sistema de referencia inercial concreto. En el caso de las coor-
denadas Rindler, su significado fisico estd en relacién con los observadores con
aceleracion constante. Las trayectorias de aceleracién constante en Minkowski son
las curvas integrales de los campos vectoriales de Killing dados por los boosts,
es decir, las transformaciones que llevan de un sistema de referencia inercial a
otro con velocidad relativa respecto a este. En coordenadas Rindler, estas tra-
yectorias estan descritas sencillamente por & = £, = const, siendo la aceleracién
propia de la trayectoria ae=%° (la situacién es andloga para las coordenadas en la
cuna izquierda). Por tanto, los observadores con aceleracion constante descritos
en coordenadas Rindler son observadores estaticos. El hecho de que sus trayecto-
rias son curvas integrales de campos de Killing es lo que lleva a que ambas cunas
de Rindler sean espacio-tiempos estaticos. El tiempo propio en cada trayectoria
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acelerada estd relacionado con la coordenada 7 mediante 7 = ey (eligiendo
arbitrariamente el origen 7 = 0). En particular, un observador con aceleracion
constante a se describe en coordenadas Rindler simplemente como (£ = 0,7 = 7).

Para los observadores acelerados con aceleracion constante hacia la derecha,
es decir, estaticos (en coordenadas Rindler) en la cuna derecha de Rindler, la
geodésica nula ¢t = z hace las veces de horizonte de sucesos futuro (pero solo
para estos observadores): cualquier evento en la zona del espacio-tiempo dada
por z < t no puede afectar causalmente a ninguno de estos observadores. A su
vez, la geodésica t = —z hace las veces de horizonte de sucesos pasado para estos
observadores. Estos roles se invierten en el caso de la cuna izquierda. Se concluye
por tanto que ambas cunas estan desconectadas causalmente.

1.1.4. Modos Rindler y modos Unruh

Debido a la invariancia conforme de la teoria de Klein-Gordon sin masa en 141
dimensiones, la ecuacién de movimiento para el campo en coordenadas Rindler
es formalmente idéntica a la ecuacién escrita en coordenadas Minkowski (1.1).
Considerando el campo definido en la cuna derecha, la ecuacion se escribe:

_Pe 0o, (1.28)

Por tanto, la teoria cuantica de campos desarrollada en la seccion 1.1.1 en
coordenadas Minkowski (¢, z) puede desarrollarse de igual forma en coordenadas
Rindler para la cuna derecha. En particular, podemos introducir las coordenadas
nulas de Rindler u :=n — & y v :=n + &, relacionadas con las coordenadas nulas
de Minkowski (U, V') definidas en (1.2) mediante

1 1
U= —alog(—aU), v = Elog(aV), U<0<V. (1.29)

Igualmente, podemos separar la solucién general de la ecuacion (1.28), que en
coordenadas nulas se escribe 0,0,¢ = 0, en dos términos, dependientes solamente
de u y de v, respectivamente. Cada uno de esos términos podemos descomponerlo
en los modos normales

v (u) = ! e W (1.30)
Adrw

oY (v) = Lo (1.31)
drw

Podemos hacer una construccion idéntica para la cuna izquierda. Introduci-
mos las coordenadas nulas de Rindler para esta cuna (=1 —&§ y 0 := 01+ &,
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relacionadas con las coordenadas (U, V') por?
- 1 . 1
U= alog(aU), 0= log(—aV), V <0<U. (1.32)

A continuacién, hacemos la misma descomposicién en modos @ y 0. El conjunto
de modos u, v, u 'y v se denominan modos Rindler, y forman un conjunto completo
de modos ortonormales. Por tanto, podemos expandir el campo en estos modos.
Una vez mas, nos centraremos tinicamente en los modos viajando hacia la derecha
(modos u y ), siendo la teoria andloga para los modos viajando hacia la izquierda:

o (U) = / " duw {O(=U) a6 (u(U) + (a)* ¢t (ul(U))]
+O(U) [aloi(@(U)) + (al)*s2(a(U)) ]}, (1.33)

donde ©(U) es la funcién de Heaviside.

Utilizando las expresiones de los coeficientes de Bogoliubov (1.21, 1.22) y de
las relaciones entre coordenadas (1.29, 1.32), podemos calcular los coeficientes de
Bogoliubov entre los modos Minkowski y los modos Rindler. Por conveniencia pa-
ra capitulos posteriores, haremos explicitamente el calculo de los coeficientes 37
(correspondientes a los modos Rindler de la cunia derecha), siendo similar el calcu-
lo para el resto de coeficientes. Sustituyendo la relaciéon U(u) obtenida de (1.29)
en la expresion de 37 , en (1.22), tenemos que

U 1 o - : : —au
b = 5 / = /_Oo du exp [—iwu + i(w'/a)e™ ] (1.34)

Si en esta integral hacemos el cambio de variable z = —i(w’/a) exp(—au), tenemos
finalmente
— L ﬁ _E e /oo dz ziw/a—le—z
we 2ma | W a 0
e 5 [w (W e
= — | — ['iw/a). 1.35
5 (%) e (1.35)
El resto de coeficientes se obtienen de forma similar, resultando
et [w (W e
b =52 (2) T rw/a), (1.36)
e 3 [w (W e
fo =[5 (2) o) (1.57)

4Debe notarse que, aunque el conjunto de cartas {(n,&), (7775)} cubre solo las cufias de
Rindler R y L, el conjunto de cartas {(u, v), (4, 0), (u, 0), (&, v)} cubre de nuevo todo el espacio-
tiempo de Minkowski (regiones R, L, P y F, respectivamente).
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_ e [w (W \i%
L= bl (0 TS N 1.38
Yoo 2ra \l W’ (a) (—iw/a), ( )
_ e 5 [w (W'
R — | — (=i . 1.39
L= 2 (2) i (1.39)

Dado que los coeficientes 3%, y (%, no son nulos, el vacio de la base de Fock
obtenida de los modos Rindler no es el mismo que el vacio de Minkowski |0y). El
vacio definido por los operadores de aniquilacién asociados a estos modos [definido
de forma andloga al vacio de Minkowski en (1.12)] se denomina vacio de Rindler,
y las excitaciones de tipo particula sobre este estado se denominan particulas
Rindler [definidas de forma andloga a las particulas Minkowski en (1.13)].

Los coeficientes de Bogoliubov (1.36-1.39) satisfacen las siguientes relaciones:

i o —nw/a/ u * u . —nw/a/ *
ww' T —¢ (aw,w’> ) ww' T —¢ (aw,w’> . (14())
Estas relaciones nos llevan a introducir unos nuevos modos, de especial utilidad
para el célculo en la siguiente seccion: los modos Unruh. Podemos definir estos
modos directamente a través de una transformacién de Bogoliubov desde los
modos Rindler:

¢, (U) = 0(=U)gL(u(U)) + e = O (U)o} (a(U))]",
¢u(U) == 0(U)¢5(a(U)) + e« O(=U)[g (u(U))]". (1.41)
A diferencia de los modos Rindler, los modos Unruh son analiticos en todo el

espacio-tiempo de Minkowski. En términos de los operadores creacién y destruc-
cién, la transformacion se escribe:

al =a' —e o (a®)', al=a" —e W (a)l (1.42)

La principal ventaja de estos modos es que la transformacion de modos Rindler
a modos Unruh es diagonal. Ademas, los modos Unruh se componen tnicamente
de frecuencias positivas de modos Minkowski, como puede demostrarse a partir
de las relaciones (1.40, 1.42). En efecto, si tenemos en cuenta la relacién entre

operadores (1.23), se tiene que

o0
@y = / dw'l(0f ) ag — (Bl ) (ag)! — ™ af o (ag)" + e 55 ag]
0

— — 2sinh (T)/ dw'% al, (1.43)
a 0
a, :/ dw'[(ag ) a — (Bhuw) (ag)T — e~ @ al i (ag)t + e B a)]
0
— — 2sinh (@) / dw'B",dY. (1.44)
a 0 ’
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Por tanto, el vacio definido por estos modos es el vacio de Minkowski |0). Es
decir, los operadores al, y all aniquilan el vacio de Minkowski:

a;, |0v) = ag [0p) = 0. (1.45)

1.1.5. El efecto Unruh

El efecto Unruh, postulado por W. G. Unruh en 1976 [7], se refiere al hecho
de que los observadores con aceleracion constante describen el estado de vacio
de Minkowski de un campo cuantico como un estado térmico con temperatura
proporcional a su aceleracion propia, dada por

TU. ¢

= 1.46
GET. (1.46)

donde a > 0 es la aceleracién propia de los observadores. Esta temperatura se
denomina temperatura de Unruh.

Hay fundamentalmente dos enfoques complementarios del efecto Unruh: el que
se refiere a la descripcion del vacio de Minkowski por observadores acelerados, y el
que se refiere a la probabilidad de excitacién de detectores cuanticos de particulas
en trayectorias con aceleracion. En la seccion 2.1.4, nos dedicaremos al segundo
enfoque, en tanto que ahora pasaremos a describir el primer enfoque.®

Como vimos anteriormente, las coordenadas Rindler estan ligadas a los ob-
servadores con aceleracién constante: el tiempo propio de estos observadores es
proporcional a la coordenada 7 (7 en la cuna izquierda). Por tanto, la base natural
del espacio de Fock para estos observadores serd aquélla construida mediante los
modos Rindler, ya que son estos los modos de frecuencia positiva respecto a la
coordenada temporal 7. Es decir, estos observadores describen de forma natural
el estado del campo cuantico en términos del vacio de Rindler y de particulas
Rindler.

Como un primer calculo inmediato, a partir de los coeficientes de Bogoliu-
bov (1.37) y (1.39) es facil obtener el valor esperado del nimero de particulas
Rindler (tanto en una cufia como en otra) en el vacio de Minkowski. En el caso
de la cuna derecha, tenemos

(O] (a) att |0y) = / A B (B )"
0

’

e*ﬂ(wgitw/) < 4w [ w" —ie
. -
= T%Q\/ww’ [Niw/a)T(—iw /a)/o " (;)
1
= 5——0(w—uw'), (1.47)
ea —1

En la seccién 2.3 veremos que, al menos en un escenario concreto (en el cual trabajamos
en esta tesis)7 ambos enfoques son equivalentes.
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donde se ha utilizado la propiedad de la funciéon Gamma

- N2 m
|T(ix)|* = premwp—_ (1.48)
El resultado en la cuna izquierda es idéntico. Debe notarse que, en realidad, no
hemos calculado directamente el valor esperado del niimero de particulas con fre-
cuencia w, sino el valor esperado del operador (a®)'a¥,. De hecho, del resultado
obtenido se deduce que el valor esperado del niimero de particulas, obtenido al
tomar w = w’, es divergente. Esto tiene una explicacién fisica: los modos Rindler
estan asociados a observadores con aceleracion constante durante toda su tra-
yectoria. Son, por tanto, observadores irreales desde un punto de vista fisico,
desde el momento en que necesitan una cantidad infinita de energia para seguir
su trayectoria completa. De esa energia infinita procede, en tltima instancia, el
hecho de que el promedio de particulas descrito por observadores con aceleracion
constante “eterna” sea divergente. Otra forma alternativa de entender esta di-
vergencia es como un efecto de volumen infinito: en (1.47) se esté calculando el
total de particulas Rindler en toda la cuna derecha. No obstante, si prescindimos
de la divergencia, reflejada en el factor 6(w — '), vemos claramente que el valor
esperado del nimero de particulas Rindler en el vacio de Minkowski sigue una
distribucién de Planck con temperatura igual a la temperatura de Unruh (1.46).
Sin embargo, este resultado, aunque necesario, no es suficiente para concluir
que el vacio de Minkowski es un estado térmico cuando es descrito por observa-
dores con aceleracién constante: hay infinitos estados, puros y mezcla, que dan
lugar al mismo wvalor esperado (1.47). Para entender como describen el vacio de
Minkowski |0r) los observadores acelerados, tenemos que escribir dicho estado en
la base de Fock dada por los modos Rindler.
Haciendo uso de las transformaciones de Bogoliubov entre operadores creacién
y destruccion de dos bases de modos, es posible encontrar igualmente la matriz de
transformacién entre las bases del espacio de Fock obtenidas de cada base de mo-
dos. En particular, a partir de los coeficientes de Bogoliubov (1.36-1.39) se podria
obtener directamente la expresion del vacio de Minkowski en la base dada por los
modos Rindler. Sin embargo, es mucho mas sencillo hacer uso de las expresiones
obtenidas a partir de la definicién de los modos Unruh (1.42) y (1.45), introdu-
cidos precisamente a este efecto. Por otra parte, resultard necesario trabajar con
paquetes de ondas, en lugar de los modos con energia bien definida que hemos
utilizado hasta ahora. De forma genérica, eligiendo una resolucién en frecuencias
arbitraria Aw > 0, considérese el conjunto de paquetes de ondas etiquetados por
el par de ntimeros enteros (n > 0,7), y definidos por

(n+1)Aw

Pn.a(U) : dw /Cm/8)w g (7), (1.49)

ST

siendo u una coordenada nula arbitraria, y ¢, (@) modos con energia w bien defi-
nida con respecto a dicha coordenada nula. Estos paquetes estan centrados en la
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frecuencia (n + 1/2)Aw, con anchura Aw; y en el valor 27n/Aw de la coordena-
da nula u, con dispersién 1/(2Aw). Mediante esta expresion, podemos construir
paquetes de ondas de los modos Minkowski (1.5), de los modos Rindler (1.30) (y
de los correspondientes a la cuna izquierda), o de los modos Unruh (1.41); segin
qué modos con energia bien definida ¢, (@) se utilicen en (1.49). En el caso de los
modos Minkowski y Rindler, el hecho de que los modos con energia bien definida
formen una base ortonormal garantiza que el conjunto de paquetes de ondas para
un Aw dado también forma una base ortonormal. Podemos, por tanto, construir
bases del espacio de Fock de estados con particulas correspondientes a paquetes
de ondas Minkowski o Rindler.

Es facil ver que, si consideramos Aw < a, las propiedades de los operado-
res destruccién de los modos Unruh (1.42) y (1.45) tienen todas su andloga (las
primeras, de forma aproximada) para los operadores creacién y destruccion aso-
ciados a los paquetes de ondas. Utilizando una notacién que es una extension
inmediata de la empleada hasta ahora, tenemos que

aiz,ﬁ = az,ﬁ e (aﬁ,ﬁ)Ta agﬁ . aZ,ﬁ e (aZ,ﬁ)T, (1.50)
ay, 7 |0u) = al  |0g) = 0. (1.51)

De estas ecuaciones (consideradas en adelante como igualdades estrictas) es in-
mediato deducir [37] que

[(@Z,ﬁ)TaZ,ﬁ - (aZ,ﬁ)TaZ,ﬁ] 0y) =0, (1.52)

de lo cual se concluye que existen el mismo nimero de particulas correspondientes
a paquetes de ondas Rindler en una cuna que en otra. Esto limita la expresiéon del
vacio de Minkowski escrito en la base de paquetes de ondas Rindler a la forma

genérica
|0y) = H (Z Ko [Mnn), @ |mn,n>ﬁ> . (1.53)

n,n k=0

donde los K, ,, son coeficientes por determinar (dada la invariancia bajo trasla-
ci6én en la coordenada nula, estos no pueden depender de la etiqueta 7). Utilizan-
do de nuevo cualquiera de las ecuaciones (1.50) se puede deducir facilmente una
relacion de recurrencia para estos coeficientes, dada por

_ mnAw

Kn,m+1 =€ a Kn’m. (154)

De esta forma, salvo un factor de proporcionalidad global, tenemos

> TmnAw
0v) o< [ ] (Z e M), ® |mn,n>ﬂ> . (1.55)
m=0

n,n

El estado (1.55) es no normalizable en la base del espacio de Fock construida a

41



Capitulo 1. Preliminares

partir de los paquetes de ondas Rindler. Esto se debe a que, estrictamente ha-
blando, la cuantizacién en modos Minkowski y la cuantizacion en modos Rindler
no son equivalentes. El origen fisico de este problema es el mismo que el de la
divergencia que encontramos en el valor esperado (1.47), a saber, el caracter no
fisico de los observadores Rindler, acelerados por un tiempo infinito. De hecho,
es facil ver que la divergencia en la norma aparece al sumar sobre el indice 7,
es decir, al sumar sobre ese tiempo infinito. Si cancelamos esta divergencia di-
vidiendo la cantidad por un tiempo total T al que se limite la suma, tomando
a continuacién el limite T" — oo, y calculamos el valor esperado del nimero de
particulas Rindler para un paquete de ondas concreto, obtenemos

_ _ 1
(Oy| (aﬁ,n)TaZ,n 10y) = (Ov] (aﬁ,n)TaZ,n 0y) o Wl’ (1.56)
e”a —

es decir, un espectro térmico con la temperatura de Unruh (1.46).

Finalmente, debemos tener en cuenta que los observadores cuya trayectoria
completa se encuentra dentro de la cuna derecha estdn causalmente desconec-
tados de la cuna izquierda. Por tanto, en su descripcion del estado de campo,
trazaran los modos Rindler definidos en la cuna izquierda, “invisibles” para ellos,
obteniendo una matriz densidad como estado del campo. De esta forma, trazando
los modos en la cuna izquierda (equivalentemente los de la derecha),

po[] (Z e mmnAW/a |y ) <mmyu> . (1.57)
m=0

n,n

Esta es la matriz densidad de un estado térmico con temperatura dada por la

temperatura de Unruh (1.46), con lo que queda formalmente descrito el efecto
Unrubh.

Conviene notar que, de los observadores estaticos en coordenadas Rindler, so-
lo aquel situado en & = 0 lleva aceleracion a. Por tanto, solo para este observador
la temperatura del bano térmico estd relacionada con su aceleracién propia me-
diante (1.46). Sin embargo, se debe tener en cuenta que la geometria de la cuna
de Rindler no es trivial. La temperatura percibida por cada observador debe ir
ademas multiplicada por el factor de Tolman (g,m)_l/ 2, donde g,, es la corres-
pondiente componente de la métrica de Rindler (1.26), ya que su tiempo propio
es, en general, solo proporcional a 7. Para la métrica (1.26), este factor es e=%.
Teniendo en cuenta que la aceleracién propia de cada observador es precisamen-
te ae™ esto hace que la temperatura percibida venga dada por la temperatura de
Unruh (1.46), donde a se reemplaza por la aceleracién propia de cada observador.

Por 1ltimo, es importante enfatizar la diferencia entre los términos planckiano
y térmico. El primero es aplicable a los espectros obtenidos de valores espera-
dos (1.47) y (1.56), en tanto que el segundo lo es a la matriz densidad (1.57).
Aunque, como decimos, el efecto Unruh se refiere estrictamente hablando a este
ultimo resultado (que implica los anteriores), en los sucesivos capitulos haremos
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uso de resultados que involucran tnicamente el calculo del valor esperado del
nimero de particulas, como (1.47) y (1.56), por lo que en esta tesis el término
correcto a usar es planckiano. No obstante, por abuso del lenguaje se hara uso
también del la denominacion espectro térmico con el mismo significado, sin que
ello pueda dar lugar a confusion, pues siempre nos referiremos al mismo concepto:
un espectro planckiano.

1.2. Teoria Cuantica de Campos en agujeros ne-
gros

En la anterior seccién hemos descrito una teoria cuantica de campos en el
espacio-tiempo de Minkowski desde distintos sistemas de referencia, centrando-
nos en particular en sistemas de referencia con aceleraciéon constante. En este
capitulo describiremos la teoria cuantica de campos en espacio-tiempos curvos,
centrandonos en dos casos en particular: el espacio-tiempo estatico de Schwarzs-
child, que describe un agujero negro de Schwarzschild eterno; y un espacio-tiempo
dindamico que describe un proceso de colapso, cuyo resultado final es un agujero
negro de Schwarzschild. Aunque estos seran los escenarios en los que trabajaremos
a lo largo de la tesis (ademds de Minkowski), los resultados que encontraremos
son cualitativamente validos para cualquier configuraciéon de agujero negro con
simetria esférica.

El resultado mas importante de la teoria cuantica de campos en sistemas de
referencia no inerciales es el efecto Unruh. Veremos que, en la teoria cuantica de
campos en agujeros negros el resultado central, estrechamente relacionado con el
efecto Unruh, serd la radiacion de Hawking [3, 4].

1.2.1. Agujero negro de Schwarzschild

La primera soluciéon exacta de las ecuaciones de Einstein fue la denominada
solucion de Schwarzschild, obtenida por Karl Schwarzschild en 1916, poco después
de la publicaciéon de las ecuaciones de Finstein en noviembre de 1915. Se trata de
la solucién de las ecuaciones de Einstein en el exterior de un cuerpo esféricamente
simétrico. Por tanto, describe con un excelente grado de aproximacion el campo
gravitatorio en el exterior de numerosos objetos astrofisicos.

La métrica de Schwarzschild en 3 + 1 dimensiones en el exterior de un objeto
de masa M se escribe

oM oM\
ds?* = — (1 - 7) dt* + (1 — 7) dr? + r2d€3, (1.58)

donde r es la denominada coordenada radial, t la coordenada temporal de Sch-
warzschild, y dQ3 el elemento de linea de la 2-esfera. Fisicamente, la coordenada
radial es igual a la longitud de una circunferencia méxima de la superficie dada
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por r = const, dividida por 27. Coincide con la distancia propia radial para un
observador en la denominada region asintotica r — oo. La coordenada temporal
de Schwarzschild se corresponde con el tiempo propio de un observador estatico
en la regiéon asintética.

Como se ve explicitamente, la métrica (1.58) es estatica. El teorema de Birkhoff
demuestra ademas que se trata de la tnica solucién esféricamente simétrica de
las ecuaciones de Einstein en vacio [38].6

La solucién de Schwarzschild (1.58) deja de ser vélida en el interior del objeto
material. En el caso en el que la region exterior abarca hasta r = 2M, nos
encontramos ante un agujero negro de Schwarzschild, el cual es fruto del colapso
gravitatorio esféricamente simétrico de un objeto suficientemente masivo. Este
se produce cuando la presién que pueden ejercer distintos procesos fisicos en el
interior del objeto no es suficiente para contrarrestar la atraccién gravitatoria. El
agujero negro de Schwarzschild es el caso mas sencillo de agujero negro. No posee
momento angular ni carga, quedando caracterizado unicamente por su masa M.
Escrita en las coordenadas (¢,7), la métrica (1.58) presenta una singularidad
en r = 2M. Sin embargo, no se trata de una singularidad fisica, sino de una
singularidad coordenada, fruto de la eleccion de unas coordenadas concretas. La
superficie r = 2M esta generada por geodésicas nulas, y se corresponde con el
horizonte de sucesos del agujero negro. El horizonte de sucesos separa la region del
espacio-tiempo correspondiente al agujero negro (r < 2M) de la regién exterior a
este (r > 2M). Cualquier evento en el interior del agujero negro no puede afectar
causalmente al exterior. Finalmente, en r = 0 se encuentra una singularidad. En
la figura 1.2 se muestra el sector radial de esta geometria.

Debido a la simetria esférica de la métrica de Schwarzschild en 3 + 1 dimen-
siones, podemos centrarnos en el sector radial de la misma, y considerar una
métrica efectiva en 1+ 1 dimensiones. Esto supondra aceptar algunas aproxima-
ciones en la teoria cuantica de campos para este espacio-tiempo, que indicaremos
méas adelante. La métrica de Schwarzschild (1.58) reducida a 1 4+ 1 dimensiones

se escribe )
2M 2M N\~
ds? = — (1 — —) dt* + (1 — —) dr?. (1.59)
r r

Esta métrica puede escribirse en unas coordenadas que la hagan conforme a
Minkowski. Para ello, basta definir la denominada coordenada “tortuga” como

.
S oM (——1). 1.
r r+ n {577 (1.60)

Esta nueva coordenada cubre inicamente la region exterior al agujero negro. En

. vi . . . itico, i

5El objeto que genera el campo gravitatorio no necesariamente tiene que ser estético, ni tan
siquiera estacionario. Basta con que sea esféricamente simétrico. Esto incluye por tanto a un
objeto en proceso de colapso, siempre que dicho colapso tenga simetria esférica.
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t = const

r=const

Figura 1.2: Sector radial de la geometria de Schwarzschild. La regién exterior al agujero
negro estda denotada por E, y la region interior por N. Estan separadas por el horizonte de
sucesos 7 = 2M. Se observa la singularidad en r» = 0 (la zona sombreada no es parte del
espacio-tiempo). La regién B corresponde a un agujero blanco, y la regién E’ a una regién
exterior de la geometria de Schwarzschild paralela. E y E’ estdan totalmente incomunicadas
entre si.

coordenadas (t,7*), el sector radial de la métrica de Schwarzschild se escribe

2 _ _ 2M 142 )2
ds? = (1 T(T*)>[ dt* + (dr*)?] (1.61)

donde r(r*) es la funcién implicita dada por la definicién de 7* (1.60). La métri-
ca (1.61) es claramente conforme a Minkowski.

1.2.2. Teoria cuantica de campos en el espacio-tiempo de
Schwarzschild

Nos disponemos ahora a construir una teoria cuantica para el campo real de
Klein-Gordon sin masa sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como ya hemos
indicado, nos centraremos en el sector radial de dicho espacio-tiempo, por lo que
solo estudiaremos modos con simetria esférica (ondas s). Es decir, el campo, que
denotaremos 1, dependera tinicamente de las coordenadas (¢,r) (¢ = ¢(t,r)). En
una situacion general, esto constituye solo una aproximacion al comportamiento
real del campo. Sin embargo, en los casos que consideraremos en este trabajo,
la tnica fuente de excitaciones para el campo serd la propia geometria, y esta
siempre tendra simetria esférica. Por tanto, las tinicas excitaciones presentes en
el campo seran ondas s.

En el espacio-tiempo de Schwarzschild en 3+ 1 dimensiones dado por la métri-
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ca (1.58), la ecuacion de ondas (i) = 0 se escribe:

o 0% 2 oM\ O
“oe T T (1 - r(r*)) )

— 0, (1.62)

donde se ha empleado de nuevo la definicién (1.60) de la coordenada r* de forma
implicita. Vemos por tanto que la teoria en 3 + 1 dimensiones no es invariante
conforme, y por ello la ecuacién (1.62) no es andloga a la ecuacién de ondas en
Minkowski (1.1). Esta ecuacién se comprende mejor si sustituimos 1 = r~'¢,

quedando
D*¢ D*¢ 2M ] 2M =0
o2 o2 r(r)? r(re)) "
Por tanto, con respecto a la teoria libre en 1 + 1 dimensiones en Minkowski
dada por (1.1), esta ecuacién presenta ademdas un potencial efectivo V(r*) :=

(2M/r®)(1 — 2M/r). Si tomamos la aproximacién de suprimir el término corres-
pondiente al potencial, obtenemos la ecuacion:

(1.63)

D¢ D¢

P, T _, 1.64
o "o (1.64)

En adelante consideraremos la teoria invariante conforme dada por la ecua-
cién (1.64) en la métrica de Schwarzschild reducida a 1 4 1 dimensiones (1.61).
Por tanto, con respecto a la descripcion del campo en un agujero negro real en
3 4 1 dimensiones dada por la ecuacion (1.63), inicamente hemos despreciado el
término de potencial efectivo indicado anteriormente. La consecuencia fisica de
la presencia de este término es el denominado backscattering de los modos en la
métrica. El potencial impide separar completamente los sectores de modos salien-
tes y entrantes, puesto que parte de los modos salientes “rebotan” en la métrica
curva y se vuelven entrantes, y viceversa. Ademas, este efecto no es independien-
te de la frecuencia, lo que provoca una distorsion del espectro real de emisiéon
de un agujero negro con respecto al espectro que nosotros encontraremos, que
serd exactamente el de un cuerpo negro. Los factores que determinan esta distor-
sion se denominan factores de cuerpo gris. Puede comprobarse que la influencia
de estos factores es pequena, y por tanto la teoria reducida a 1 + 1 dimensiones
invariante conforme constituye una buena aproximacién [39, 40, 41].

En la ecuacién de ondas (1.64), andlogamente a las coordenadas nulas de
Minkowski introducimos las coordenadas nulas de Eddington-Finkelstein u :=
t—r*yv:=t+r" de tal manera que la ecuacion queda

——0¢ =0, (1.65)
y podemos separar la solucién general en la parte dependiente de @ (modos sa-
lientes del agujero negro) y la parte dependiente de v (modos entrantes al agujero

negro). Cada parte, respectivamente, podemos descomponerla en los modos nor-
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males
U(~\ .__ 1 —iwa
_ 1 .
¢,(v) = e (1.67)

—e s
Viarw

denominados modos Boulware. Una vez hecha la cuantizacién, de forma analoga
a (1.10) en Minkowski, tenemos la expansion de cada parte siguiente:

bu(@) = / " dw [al i (@) + (aB) i (a)7] (1.68)
ou(5) = / " dw [a%0(0) + (a2 ()] (1.69)

Podemos también construir una base de Fock para el espacio de Hilbert del
campo cuantico utilizando los operadores creacion y destruccion asociados a es-
tos modos. En particular, tendremos un estado de vacio |0z) ® |05), asociado
a los modos u y v, denominado wvacio de Boulware [42]. Si recordamos que las
coordenadas t y r coinciden con el tiempo propio y la distancia radial propia
para los observadores estaticos en la region asintética r — 0o, y que en esa zona
dr* — dr, concluimos que los modos (1.66, 1.67) son los modos naturales para
los observadores inerciales en la region asintotica. Por tanto, el vacio de Boulware
es el vacio asociado a estos observadores, los cuales detectan de forma natural
particulas asociadas a los modos Boulware.

Restringiremos en adelante nuestro analisis (salvo en algunas ocasiones) a los
modos u, ya que estamos interesados inicamente en la radiacion saliente del agu-
jero negro. Como sucedia en Minkowski, podemos usar una base de modos orto-
normales distinta {¢Y (@)} para descomponer el campo. Esta base queda descrita
univocamente con la eleccién de una nueva coordenada nula radial U = U(a):

Uin) — 1 —iwl (@)
¢, () : N : (1.70)

Anélogamente a los coeficientes de Bogoliubov (1.21, 1.22), los coeficientes
de Bogoliubov de la transformacién de los modos Boulware (1.66) a los nuevos
modos (1.70) se escriben

1 Y e o mrN

Gt =~ /% / da e i@U(@—w), (1.71)
L Jo [ —i(wU (@) +w'a)

wal = —% ; du e . (172)
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1.2.3. Colapso gravitacional y radiacion de Hawking

Tal y como las hemos descrito hasta ahora, las transformaciones de Bogoliubov
son solo cambios entre dos descripciones de un campo cuantico igualmente validas.
Es decir, solo nos indican céomo “traducir” la descripcion del estado del campo
entre una base de modos y otra. En particular, hemos comprobado que el estado de
vacio construido con un conjunto de modos normales puede ser descrito como un
estado con particulas en la base del espacio de Fock construida con otro conjunto
de modos normales. Sin embargo, para tener fenémenos fisicos de creacion o
deteccion de particulas, se necesita un proceso dinamico que involucre energia.
Por ejemplo, en la seccion 2.1.4 veremos cémo detectores cuanticos de particulas
acelerados en el vacio de Minkowski detectan un bano término de particulas del
campo, lo cual da un sentido fisico a la descripcién del efecto Unruh dada en
la seccion 1.1.5. La energia involucrada en este caso es la que se necesita para
acelerar cualquier detector fisico.

En el caso del espacio-tiempo de Schwarzschild, el proceso dinamico que da
lugar a la emision de particulas que denominaremos radiaciéon de Hawking es el
colapso gravitatorio. Por tanto, para comprender la radiacién de agujeros negros
hay que estudiar su proceso de colapso. Como ya se ha dicho, los agujeros negros
son fruto del colapso gravitatorio de un objeto astronémico suficientemente masi-
vo. En la figura 1.3 se representa el diagrama de Penrose de un proceso de colapso.
La métrica de Schwarzschild es una descripcion correcta del campo gravitatorio
en el exterior del objeto esféricamente simétrico que colapsa; regiéon que, para
tiempos suficientemente largos tras el comienzo del colapso, cuando el objeto ya
es efectivamente un agujero negro, abarca hasta el horizonte de sucesos.

Por simplificar la descripcién, se considera que en el pasado asintético el ob-
jeto en colapso ocupa un volumen arbitrariamente grande. Por tanto, en la zona
exterior al objeto la métrica de Schwarzschild (1.61) se aproxima a la de Min-
kowski. En tanto no exista otra fuente externa de radiacion, el estado en el que se
encuentra el campo de radiacion serd el estado de vacio asociado a los observado-
res inerciales en el exterior del objeto en el pasado asintético y en la zona r — oo.
Es decir, definiendo las coordenadas nulas U :=t —r y V :=t + r el estado del
campo es el vacio asociado a los modos

1 .

H0) 1=~ (1.73)
1 —iw

oL (V) = =™, (1.74)

definidos en el pasado asintético. Este vacio lo denotaremos |0;,). Trabajaremos en
la imagen de Heisenberg, por lo que este sera el estado del campo en todo momen-
to, mientras que los operadores creacién y destruccién asociados a los distintos
observadores serdn los que evolucionen. Conviene destacar que el vacio |0y,) es el
asociado a los modos que adquieren la forma (1.73, 1.74) en el pasado asintdtico.
En el futuro asintético, cuando el proceso de colapso ya ha formado un agujero

48



1.2. Teoria Cudntica de Campos en agujeros negros

Figura 1.3: Diagrama de Penrose de un proceso de colapso y formacién de un agujero negro.
La materia que colapsa corresponde a la zona sombreada. Se observa cémo se forma el horizonte
de sucesos en 7 = 2M vy la singularidad en » = 0. I~ e I corresponden al infinito pasado nulo
y al infinito futuro nulo, respectivamente, en tanto que I° corresponde al infinito espacial. La
geodésica nula V' = Vg se corresponde con la ultima que entra al agujero negro sin salir (por
formarse el horizonte de sucesos).

negro y todo el espacio es indistinguible de Schwarzschild, los modos naturales
para los observadores inerciales en r — 0o son los modos que se comportan como
(1.66, 1.67), y que definen el vacio que denominaremos |Ogy). Para comparar los
modos en una y otra region, es necesario propagarios a través de la geometria
de colapso. Debido a que la geometria de colapso es dinamica, la evolucién de
los modos no es trivial, y de hecho veremos que mezcla frecuencias positivas y
negativas entre unos modos y otros. Esto es lo que hace que los vacios [0i,) v [Oout )
no sean el mismo estado.

Veamos entonces como se describe el vacio |0;,) utilizando los modos (1.66,
1.67) en el futuro asintdtico. En particular, nos interesa saber el contenido de
particulas correspondientes a modos salientes (1.66), es decir, a la radiacién emi-
tida. Para ello, tenemos que propagar estos modos hacia atras en el tiempo, hasta
el pasado asintético, donde podremos compararlos con los modos que definen el
vacio |0;,). Esta propagacion tiene varias partes. En primer lugar, la propagacién
desde el futuro asintotico hasta la superficie del objeto en colapso. En segundo
lugar, la propagacién a través del objeto en colapso (pasando por el origen r = 0).
Y, en ultimo lugar, la propagacion desde este al pasado asintotico.

Por una parte, tenemos que la ecuaciéon de ondas (1.64) corresponde a una
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propagacién libre.” Por tanto, la propagacién serd libre hasta alcanzar la super-
ficie del objeto en colapso. Consideremos modos salientes generados en el futuro
asintético para tiempos suficientemente tardios, es decir, muy cercanos al hori-
zonte de sucesos. En las cercanias del horizonte, se tiene que r = 2M, y pueden
hacerse una serie de aproximaciones. En primer lugar, de la definicion de la coor-
denada r* en (1.60) tenemos

* ~ 2mlog <ﬁ _ 1) N ﬁ 1M G-/ (M), (1.75)
y T
i 2N N — 1 A T/, (1.76)

P11 (8- 1) 2M

Si a continuacién introducimos las coordenadas nulas de Kruskal-Szeckeres, dadas
por
0= —AMe WUM) - §= AN/ M) (1.77)

puede comprobarse que la métrica de Schwarzschild dimensionalmente reduci-
da (1.61) queda
ds* = —dado. (1.78)

Por tanto, la dependencia de los modos Boulware salientes (1.66) con la distan-
cia nula afin « al horizonte, teniendo en cuenta la definicion (1.77), estd dada
por ¢% o exp{iw(4M)log[i/(4M)]}. Segin nos acercamos al horizonte de suce-
sos (4 — 0) estos modos tienden a oscilar infinitamente rdapido en el pardmetro
afin. Por tanto, los modos procedentes del futuro asintético alcanzan frecuencias
arbitrariamente altas® en las cercanfas del objeto que colapsa, y al propagarse
a través de este. Es por ello que la probabilidad de interaccionar con el mate-
rial de dicho objeto durante su propagacion a través del mismo es despreciable.
Tenemos por tanto que todo modo saliente en el futuro asintético se propaga com-
pletamente hacia el pasado asintético. Ademas, las altas frecuencias que alcanzan
los modos permiten hacer uso de la aproximacién de la optica geométrica. De
esta forma, el modo propagado hacia el pasado asintético, pasando a través del
objeto que colapsa, acabara a la misma distancia afin @ de la geodésica V' = Vi
que da lugar al horizonte de sucesos (ver figura 1.3). Teniendo en cuenta que en
el pasado asintético la coordenada V' es ella misma un pardametro afin, y que la
propagacién desde las cercanias del horizonte hasta alli ha sido libre, el modo
toma finalmente la forma ¢%(u) o< exp{iw(4M)log[A(Viy — V)]}, siendo A una
constante. El cambio 1/(4M) — A respecto a la expresién anterior se debe al
cambio en el campo gravitatorio, debido a la dindamica de colapso, durante el
tiempo que tarda el rayo en cruzar el objeto que colapsa. Por tanto, un modo

"Aqui es donde se realiza la aproximacién de ignorar los factores de cuerpo gris que intro-
duciria el backscattering dado por el potencial de la ecuacién (1.63).

8La necesidad de invocar frecuencias arbitrariamente altas (mayores que la frecuencia de
Planck) para obtener la radiacién de agujeros negros se conoce como el problema transplanc-
kiano, problema que discutiremos brevemente en el capitulo 6.
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saliente de frecuencia w, tras propagarlo hacia el pasado asintético, se escribe

¢Z(a) _ 1 eiw(4M) 10g[A(VH—V)]. (179)

Viarw

Dicho de otra forma, la relacion entre las coordenadas nulas @ y V' en el futuro y
pasado asintoticos, respectivamente, que establece un rayo de luz que conecta am-
bas regiones a través de la geometria de colapso es, para tiempos suficientemente
tardios,

u = —4M log[A(Vyg — V)]. (1.80)

Esta relacién es formalmente idéntica a la relacion w(U) entre las coordenadas
nulas de Rindler y de Minkowski dada en (1.29) sustituyendo a — 1/(4M), salvo
por elecciéon arbitraria de los origenes de coordenadas de V' y u, fijados por las
constantes Vi y A, respectivamente. De la relacion u(U) en (1.29) obteniamos
el espectro planckiano (1.47). Por tanto, de (1.80) parece inmediato concluir el

resultado ]

<Oin| (GZ)TGZ/ ‘Ojn> = Wé((ﬂ — w'). (181)

De esta forma, obtenemos que en este estado del campo cuantico tras el proceso
de colapso los observadores en la regién asintética r — oo detectan una radiacion
cuyo espectro sigue una distribucién de Planck con temperatura

1
TH'

= — 1.82
87TM]€B ( )

Esta temperatura se denomina temperatura de Hawking, y es proporcional a la
gravedad de superficie del agujero negro, dada por k := 1/(4M). El resulta-
do (1.81) describe el espectro de la denominada radiacion de Hawking. Es la
radiacién saliente que detectan observadores inerciales en la regién asintética pa-
ra tiempos suficientemente largos tras el proceso de colapso que da lugar a la
formacién de un agujero negro.

No obstante, hay que resaltar un punto delicado a la hora de obtener el resul-
tado (1.81). Para obtener el resultado andlogo (1.47), correspondiente al efecto
Unruh, se hizo uso de los coeficientes de Bogoliubov (1.37), calculados en el caso
de que la relacién logaritmica en (1.29) entre coordenadas nulas se cumplia para
todo tiempo, lo cual es cierto entre las coordenadas nulas Minkowski y Rindler. Por
el contrario, la relacion entre coordenadas nulas en el escenario de colapso (1.80)
se cumple unicamente de forma asintética para tiempos suficientemente tardios
tras dicho colapso. De esta forma, considerar que los coeficientes de Bogoliubov
que encontrariamos en este caso son analogos a los que encontramos al deducir el
efecto Unruh (1.37), lo cual es un paso necesario para obtener el espectro (1.81),
constituye una aproximacion. Sin embargo, como discutiremos en profundidad
(y generalizaremos) en la seccién 2.2.3, se trata de una aproximacién excelente,
que tiende a ser exacta en el futuro asintotico, si se consideran los coeficientes
de Bogoliubov obtenidos como coeficientes efectivos para paquetes de ondas con
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soporte en tiempos suficientemente largos tras el colapso. La idea fundamental
tras esto es que dichos paquetes de ondas no pueden “explorar” otra relacién
entre coordenadas nulas que no sea la logaritmica (1.80).

En este caso nos hemos limitado a obtener la distribuciéon de Planck, sin
demostrar que el estado |0;,) es un estado térmico descrito por los observadores
inerciales en la regién asintética. Esto ultimo puede hacerse si definimos también
modos en el interior del agujero negro. Al describir el estado por observadores en
el exterior, debemos trazar por dichos modos, ya que estan separados del exterior
por el horizonte de sucesos. El resultado es un estado térmico con la temperatura
de Hawking (1.82) para los modos salientes. El cdlculo es, una vez mds, muy
similar al realizado en la seccién anterior.

Para tiempos suficientemente largos tras el colapso, la percepcién del estado
de vacio |0;,) no depende de las particularidades de este, por lo que podemos
prescribir un estado de vacio en un agujero negro estatico eterno con el cual ob-
tengamos el mismo resultado de radiacién saliente para los observadores inerciales
en la regién asintotica. Como ya hemos visto, en la teoria invariante conforme
reducida a 1 4+ 1 dimensiones, una nueva base de modos normales, y por tanto
una nueva base del espacio de Fock y un (posiblemente distinto) estado de vacio
se consiguen simplemente definiendo una nueva coordenada nula U(u). En este
caso, es obvio por la relacién logaritmica (1.80) que la nueva coordenada nula
debe venir dada por

U=Uy— Ce ¥/EM) (1.83)

donde de nuevo las constantes Uy y C' fijan arbitrariamente los origenes de coor-
denadas. El vacio asociado a los modos normales definidos por esta coordenada
nula ¢U(U) = (47w)~ Y2 exp(—iwl) lo denotaremos |0y). Dado que la relacién
exponencial (1.83) es equivalente a la logaritmica (1.80), es inmediato concluir
el resultado (0| (a?)Ta® |0y) = [exp(87Mw) — 1]716(w — w'), es decir, que en el
vacio |0y) los observadores inerciales en la regién asintética perciben radiacién
saliente térmica con la temperatura de Hawking.

La construccién del vacio |0y) puede parecer una trivialidad, correspondiente
a una simple definicién U(u) := V' (u) dada por (1.80). Sin embargo, la diferencia
fisica entre un vacio y otro se encuentra en que el vacio |0;,) esta definido en una
geometria de colapso, en tanto que el vacio |0y ) esté definido en un agujero negro
de Schwarzschild eterno. Ademads, dado que en este caso la relacion U(u) en (1.83)
es por definicién vélida para todo tiempo (y no solo de forma asintética), para
los modos @Y (U) el calculo de los coeficientes de Bogoliubov es exacto.

Si incluimos el sector de radiacion entrante en la descripcion, debemos dife-
renciar también entre los distintos vacios posibles para este sector. Ademas del
vacio de Boulware ya definido, existen otros dos vacios que suelen aparecer en la
literatura [43]. El vacio dado por |0y) ® |05), donde el vacio del sector entrante es
el correspondiente a los modos Boulware (1.67), es el denominado vacio de Un-
ruh [7]. En él, los observadores en la region asintética detectan radiacion saliente
pero no entrante. Es evidente que este estado representa, en una geometria estati-
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ca, el estado final del campo tras un proceso de colapso real: en dicho proceso,
los modos entrantes desde la region asintotica vienen de “mas alld” de la region
asintotica, por lo que unicamente se han propagado por Minkowski. El vacio da-
do por |0y) ® |0y ), donde el vacio del sector entrante es el correspondiente a
los modos normales asociados a la coordenada nula V' = Vi — C" exp|—v/(4M )]
[definida de forma andloga a U(u) en (1.83)], es el denominado vacio de Hartle-
Hawking [44]. En él, los observadores en la regién asintética detectan radiacion
entrante idéntica a la saliente. En este caso, se trata de un vacio en el cual la
emisién de radiacion por parte del agujero negro se encuentra en equilibrio con
otra radiaciéon procedente de la region asintética. Lo que se observa en el exterior
del agujero es un bano térmico.

Volviendo a centrarnos unicamente en la radiacién saliente (para la cual el
vacio de Unruh y el de Hartle-Hawking son equivalentes), como mostraremos,
el vacio |0y), que en adelante denominaremos por sencillez vacio de Unruh, es
el vacio definido por los observadores inerciales (en caida libre) arbitrariamente
cercanos al horizonte de sucesos y con velocidad nula respecto al agujero negro.
Para estos observadores, el tiempo propio es igual a la coordenada nula U (1 = U),
y por tanto los modos normales que detectan de forma natural son los que definen
este vacio. Uno de los resultados centrales de esta tesis, que trataremos en el
capitulo 4, consiste en demostrar que, si bien el vacio de Unruh es aquel estado
que definen como vacio los observadores en caida libre arbitrariamente cercanos
al horizonte y con velocidad nula, los observadores que cruzan el horizonte en
caida libre con velocidad no nula si detectan particulas cuando el estado es el
vacio de Unruh. El origen de esta deteccion esta en un factor Doppler que diverge
en el horizonte de sucesos.

23






Capitulo 2

Percepcion de particulas

2.1. Detectores cuanticos de particulas

En el capitulo anterior, hemos descrito el contenido de particulas de un campo
cuantico utilizando distintas bases de Fock para el espacio de Hilbert del campo
cuantico. Una aproximacion mas operacional al concepto de particula puede ha-
cerse a través de la construccion de modelos tedricos de detectores de particulas.
Estos son sistemas fisicos localizados con grados de libertad acoplados al campo
cuantico mediante algin tipo de interaccion. Estos grados de libertad son tipi-
camente internos, si bien podrian utilizarse también grados de libertad externos
(como la posicién relativa de un elemento anexo al detector, o la propia posicién
del detector). La interaccién con el campo hace que los grados de libertad del
detector puedan ser excitados absorbiendo energia del campo de forma discreta.
La absorcién de esa cantidad de energia se considera una deteccion de una o va-
rias particulas del campo. El hecho de que el concepto de particula es relativo
al observador se corresponde con el hecho de que, como veremos, la deteccién
de particulas por estos dispositivos dependera de la trayectoria que sigan. En
este capitulo trataremos como se describen los detectores cuanticos de particulas
y sus cantidades asociadas, centrandonos en el modelo mas sencillo: el detector
de Unruh-DeWitt [7, 12]. Veremos cémo de su comportamiento puede obtenerse
como resultado el efecto Unruh.

2.1.1. El modelo de Unruh-DeWitt

El sistema fisico completo que queremos estudiar consta de tres partes: un
espacio-tiempo fisico de fondo, el cual permanecera inalterado; un campo cuantico
cuyo contenido de particulas queremos medir, definido en ese espacio-tiempo; y
un detector cuantico de particulas acoplado a dicho campo, que se mueve en
el espacio-tiempo siguiendo una trayectoria concreta. A lo largo de este capitulo,
consideraremos unicamente el espacio-tiempo de Minkowski como espacio-tiempo
de fondo.

El espacio de Hilbert del campo cuantico serd Hp, y el espacio de Hilbert de los
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grados de libertad internos del detector sera Hp. Una base para Hp vendra dada
por un conjunto discreto de estados con energia bien definida |w;), i € N. El
espacio de Hilbert completo es H := Hp ® Hp. En adelante, consideraremos que
solo los grados de libertad internos del detector interaccionan con el campo. La
trayectoria del detector se considerara, junto con el espacio-tiempo en el que se
mueve, elementos fijos de la descripcion que no forman parte de la dindmica del
problema.!

Trabajaremos en la denominada imagen de interaccion, en la que la evolucién
libre tanto del campo como del grado de libertad interno del detector queda ab-
sorbida en los operadores, en tanto que el estado del sistema (perteneciente al
espacio de Hilbert completo #H) evoluciona con un Hamiltoniano de interaccién
entre el campo y el detector. Si denotamos el campo genéricamente por ¢, sin ne-
cesidad de considerar (de momento) su naturaleza, el Hamiltoniano de interaccién
viene dado por:

Hy(7) := ¢ &(T)my..(T) F ] (7). (2.1)

Aqui ¢ es una constante de acoplo, que regula la intensidad de la interaccion;
7 es el tiempo propio en algtin punto fijo del detector; £(7) es la denominada
funcion de encendido del detector, que permite un acoplo variable en el tiempo;
Myw...(T) es el momento del detector (monopolar, dipolar, etc., segin el nimero
de indices); y F[¢]* es un funcional del campo. La forma de estos factores nos
indica el modelo de detector. En particular, el funcional F[¢]* nos indica como
este se acopla al campo. Salvo la constante de acoplo, todas las cantidades tienen
(en general) dependencia temporal con 7.

El modelo més sencillo de detector es el modelo de Unruh-DeWitt. Se trata de
un detector puntual con acoplo constante monopolar a un campo escalar real ¢.
Para este modelo, el Hamiltoniano de interaccién (2.1) se escribe simplemente

Hi(1) :=cm(r)p(z(T)). (2.2)

donde x(7) es la trayectoria seguida por el detector puntual. Este sera el modelo
que utilizaremos en adelante, si bien para algunas consideraciones introducire-
mos funciones de encendido &£(7) no triviales. Ademés, consideraremos que el
campo ¢ es un campo escalar sin masa. Otros modelos que pueden encontrarse
en la literatura son detectores con extension espacial (no puntuales), en los que el
funcional F'[¢] hace un promediado del campo siguiendo un perfil rigido alrededor
de la trayectoria z(7) [27, 28, 47]; detectores multipolares, bien porque se acoplan
a determinadas componentes de un campo no escalar (como el electromagnético),
o porque se acoplan a derivadas direccionales de un campo escalar [48, 49, 50]; o

detectores direccionales, acoplados solo a radiacion procedente de ciertos angu-
los [50, 51].

!Considerar la trayectoria del detector como parte de la dindmica es necesario para estu-
diar la reaccion que los cambios en el campo cudntico tienen sobre la propia trayectoria del
detector [45, 46].
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2.1. Detectores cudanticos de particulas

El operador de evoluciéon entre dos instantes 7y y 7 para los estados del espacio
de Hilbert H viene dado por

Ulro.7) = T exp (i / ' dT’HI(T/)) | (2.3)

70

donde T es el operador de ordenacién temporal. Consideremos que, en el instante
inicial 79, el campo se encuentra en el estado |¢y) € Hp, en tanto que el detector
se encuentra en un estado con energia bien definida |wy) € Hp. La amplitud de
probabilidad de que en el instante 7 el detector haya “saltado” a otro estado con
energia bien definida |wg), y el campo a un estado cualquiera |¢g) es

ATZ’FMF (7—07 T) =1 <wF; WF’ U<7'07 T) WJO, w0> . (24)

Para calcular la probabilidad de que el detector se encuentre con una deter-
minada energia, sin importar lo que le suceda al campo, debemos trazar sobre
una base de Hp, quedando

P (10, T) = Z |A'¢i7wF (70, 7_)|2 : (2.5)

%

Esta probabilidad es, por definicion, una cantidad no negativa menor o igual
a la unidad. Durante su evolucién, no puede sino oscilar. Sin embargo, debemos
buscar una cantidad que capture la intuicién fisica de que, en los periodos en
los que se dan las circunstancias para que exista deteccién, el detector encon-
trara continuamente nuevas particulas, produciendo un efecto acumulativo. Esto
es lo que veremos a continuacion.

2.1.2. Detector macroscopico y funcion respuesta

Para modelizar este comportamiento, consideremos un conjunto de N de-
tectores de Unruh-DeWitt idénticos, todos ellos preparados en el mismo estado
inicial, y siguiendo trayectorias idénticas. Asumamos ahora que cada detector tie-
ne una constante de acoplo ¢ = C'/v/N en su Hamiltoniano de interaccién (2.2),
con C' > 0 constante. Dado un periodo de evolucién especifico (7, 7), siempre
puede tomarse N suficientemente grande, de forma que, al ser la constante de
acoplo pequena, el operador de evolucién (2.3) puede aproximarse a primer orden
en c. En este caso, tenemos que la evolucién para cada detector individual es?

(W (7)) = Ul(7o,7) |tbo, wo) = [tho, wo) +i/TdT'HI(T') o, wo) .  (2.6)
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2En este modelo, los detectores interaccionan entre si solo a través del campo, por lo que tal
interaccion es de segundo orden en c.
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Capitulo 2. Percepcion de particulas

De esta forma, la amplitud de probabilidad de transicién a un estado concre-
to |Yr,wr) con energia bien definida para el detector, y con wg # wy, se escribe
(salvo un factor de fase irrelevante)

Ao (70, 7) = € (wr] (7o) |wo) / e g ) (27)

donde se ha usado el Hamiltoniano de interaccién (2.2), y se ha tenido en cuenta
que la evolucién del operador m(7’) (en imagen de interaccién) es tal que

(wp|m(7") |wo) = elwr (7'=70) o —iwo (7' ~70) {(wp| m(7o) |wo) - (2.8)

Teniendo en cuenta, ademas, la relacién de cierre
Dl (il =1, (2.9)

donde la suma se hace sobre una base de Hp, e I es el operador identidad, la
probabilidad de transicion del detector a un estado de energia bien definida wg
distinto del inicial [trazando sobre los grados de libertad del campo, como en (2.5)]
es

P (70, 7) = 2 [{wo| m(7o) |wp)|2/ dT"/ dT’e_i(‘“F_WO)(T”_H)W(T”,T’). (2.10)
T0 T0

Aqui W(7",7") es la distribucion de Wightman escrita en funcién de los tiempos
propios de la trayectoria, esto es,

W(T", 7)== (ol o(x(7")o( (7)) [o) - (2.11)

Para 3 4+ 1 dimensiones en Minkowski, esta funcién se puede expresar explicita-
mente en coordenadas cartesianas (t,x) como

1

Ws(r",7') = 4w {{t(r") — t(r') — i) — [x(7") — x ()]}

(2.12)

mientras que en 1 + 1 dimensiones (también en Minkowski) se escribe como

1

"o
W1<T,T)— Ar

log {[1(+") — t(r)) — e = [:(+") = (7'}, (213)
donde, en ambos casos, se considera implicitamente el limite ¢ — 0% después
de tomar las integrales en la probabilidad (2.10). En adelante en esta seccién

consideraremos el espacio-tiempo de Minkowski en 3 + 1 dimensiones. El caso de
1 + 1 dimensiones también se considerara posteriormente.

Es facil concluir que el nimero medio de detectores (de los N totales) con
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2.1. Detectores cudanticos de particulas

energia wr en el intervalo (79, 7) estd dado por N, := NP,,, de manera que

N (70, 7) = C2 [{wo] m(mo) Joe) / 4 / dreir—e0) (=) (2 1y
i i (2.14)

Esta cantidad ya no esta restringida a tener un valor menor que uno, y de hecho
presenta (en general) efectos acumulativos. El conjunto de N detectores indivi-
duales funciona como un detector macroscopico.

El niimero medio de detectores dado por (2.14) consta de dos factores de natu-
raleza completamente distinta. El primero de ellos depende de como el momento
monopolar m acopla los distintos estados de energia del detector. Se trata por
tanto de un factor que depende por completo de la naturaleza del propio detector.
En cambio el segundo factor, dado por

Flw;To,7) = / dT”/ dr'e W =W+ 71, (2.15)
70 70
con w = wg — Wy, no depende de las caracteristicas particulares del detector,

siendo funcion tnicamente del salto de energia w entre los estados inicial y final,
y de la trayectoria del detector entre los tiempos inicial y final (a través de la
dependencia concreta de la distribucién de Wightman con los tiempos propios).
Ademéds, retiene la posibilidad acumulativa del nimero de excitaciones (2.14).

Finalmente, para comprender mejor el comportamiento del detector en un
determinado instante, vamos a considerar el limite 79 — —oo (lo que significa
considerar que la interaccion entre el campo y el detector ha estado presente
desde el pasado remoto), y a tomar la derivada temporal de (2.15), dada por

oOF

R(w,T) := g

(W;—OO,T)7 (216)
cantidad que ya no conserva la propiedad acumulativa de la anterior. Explicita-
mente, esta cantidad se escribe

R(w,7) =2 R UO ds e “*W(r +5,7)] . (2.17)

—00

En el caso de trayectorias estacionarias (inerciales, con aceleracion constan-
te, o circulares) esta expresion se puede simplificar, pues en este caso tenemos
que la distribucion de Wightman es invariante bajo traslaciones temporales a lo
largo de la trayectoria, de manera que podemos definirla en funcién de un inico
argumento:

W(s) =W(T+s,7) =W(T+ AT+ 5,7+ AT). (2.18)

Ademas, tenemos la propiedad de que
W*(s) = W*(s,0) = W(0,s) = W(—s,0) = W(—s). (2.19)
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Capitulo 2. Percepcion de particulas

Esto permite simplificar la expresién de R(w, 7) en (2.17), puesto que en tal caso
no depende de 7: .

Riw) = / ds ¢ “W(s). (2.20)

—0oQ

Esta expresion coincide con la habitual para la frecuencia de deteccién del de-
tector de Unruh-DeWitt en situaciones estacionarias que encontramos en la lite-
ratura [11]. Por esta razdén, podria pensarse en denominar también “frecuencia
de deteccién” a la cantidad més general (2.17), entendiendo que caracteriza el
numero de excitaciones producidas por unidad de tiempo. Sin embargo, esta in-
terpretacién no es siempre correcta, debido a que puede comprobarse que dicha
cantidad puede tomar valores negativos, lo que indicaria la presencia de desex-
citaciones del detector (lo cual se da, por ejemplo, en algunas situaciones con
aceleracion decreciente). En realidad, la funcién (2.15) es proporcional al nimero
de detectores que encontraremos excitados si dejamos evolucionar unitariamente
al conjunto y medimos el estado de los detectores a un tiempo 7, y es perfecta-
mente posible encontrar menos detectores excitados en tiempos posteriores [28].
La funcién (2.17) es la derivada de dicha cantidad, por lo que puede tomar valo-
res negativos. Es por ello que la denominaremos simplemente funcion respuesta.
Podrian elaborarse modelos mas realistas de detectores macroscépicos, con nocio-
nes de irreversibilidad (decoherencia) o latencia, pero estas cuestiones no resultan
necesarias para el andlisis que haremos en este trabajo.

2.1.3. Tiempos de acoplo finitos y funcion de Wightman
regularizada

Para llegar a la expresiéon de F(w;—o00,7) en (2.15) hemos considerado un
conjunto de N detectores que permanecen siempre “encendidos”, es decir, siempre
acoplados al campo (al tomar el limite 7, — —o0), y hemos medido la cantidad
media de detectores excitados a un tiempo 7. En general, puede considerarse que
los detectores tienen un acoplo variable en el tiempo mediante un Hamiltoniano
de interaccién de la forma

Hy(7) := c (7" )ym(7)p(a(")), (2.21)

donde, como dijimos, £(7’) es la funcién de encendido, la cual toma valores positi-
vos durante los periodos de interaccién con el campo, anulandose en los periodos
en los que no hay interaccién. A la hora de calcular la funcién respuesta, la funcion
de encendido aparecera en las integrales involucradas.

Como se explica detalladamente en [29], el resultado de integrar la distribucién
de Wightman solo esta bien definido cuando se integra multiplicada con una fun-
ci6én suave (C*) de soporte compacto (denominada en inglés “bump function”).
Este criterio, ademas de matematicamente necesario, es fisicamente razonable,
pues ningun detector real permanece en interaccion con el campo durante un
tiempo infinito, ni tampoco es encendido o apagado de forma (estrictamente)
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2.1. Detectores cudanticos de particulas

brusca.

Puede verse facilmente que calcular la funcion respuesta utilizando la defini-
ci6én (2.16) con F(w; —oo, 7) dado por (2.15) corresponde a escoger como funcién
de encendido la funcion de Heaviside:

&)y =0 -1). (2.22)

Esta funciéon no cumple ninguno de los dos requisitos para que la integral de la
funcién de Wightman esté bien definida. Por tanto, estrictamente hablando, los
resultados que obtengamos utilizando la funcién respuesta en (2.17) en general
no seran correctos. Por ejemplo, en [27] se demuestra que con esta expresion se
obtienen resultados que no son invariantes Lorentz, resultando en frecuencias de

deteccion no nulas incluso para detectores en trayectorias inerciales en el vacio
de Minkowski.

Ents(T)

Figura 2.1: Ejemplo de una funcién éars(7’).

Sin embargo, en la referencia [29] se comprueba que podemos aproximarnos
cuanto queramos al régimen con tiempo de interaccién infinito y apagado brusco
de los detectores [funcién de encendido (2.22)] con funciones pertenecientes a
una familia {{a7s(7')}, etiquetadas con los pardametros reales positivos AT y 6,
todas las cuales son funciones suaves de soporte compacto. Dada una cualquiera
de las funciones, esta se anula desde el pasado remoto hasta un tiempo 75 =
7 — AT — ). A continuacién, la funcién crece suave y monétonamente hasta el
valor £ = 1 durante un tiempo ¢, permanece constantemente igual a 1 durante
un tiempo AT hasta el instante 7, y finalmente decrece suave y mondétonamente
a cero durante un tiempo J, permaneciendo nula en adelante. En la figura 2.1
se muestra un ejemplo de una de estas funciones. Fisicamente, estas funciones
describe un detector que permanece apagado hasta un tiempo 79 = 7 — AT — 9,
momento en el que se enciende suavemente, permaneciendo encendido durante
un tiempo AT, con periodos de encendido y apagado suaves de duracién §. Es
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Capitulo 2. Percepcion de particulas

inmediato ver que el limite AT — oo, § — 0 tomado en esta familia de funciones
es precisamente la funcién de Heaviside (2.22).

Si calculamos la funcion respuesta para los detectores empleando como funcién
de encendido una funcién de esta familia, podemos obtener la aproximacion [29]

Rars(w,7) =
w 1 0 cos(ws) 1
ds
Ar 272 | ap {[t(r—i—s)—t(r)]Q— x(1 +5) — x(7)]” 52}

1 5
+ 557+ 0 (ATQ) . (2.23)

En el limite AT — oo, § — 0 tenemos

R(w,7) = 2/_ ds cos(ws)W (T + s,7), (2.24)
donde
WTH’T/ T 2 2 " N2 :
e e e e M

Esta expresién es idéntica a la obtenida anteriormente (2.17), pero reempla-
zando la distribucién de Wightman (2.12) por la que denominaremos funcion de
Wightman reqularizada, dada por (2.25). Esta cantidad regularizada esta definida
en el limite 7”7 — 7’ en el que los dos argumentos coinciden (solo es necesario que
la trayectoria (¢(7),x(7)) sea C?). Se trata por tanto no solo de una distribucién,
sino de una funcién bien definida. El polo que presentaba la distribucion (2.12),
que entonces se “esquivaba’” al introducir el término —ie, ahora se elimina al res-
tar la cantidad 1/(7” — 7). Debe notarse, ademds, que se trata de una cantidad
manifiestamente invariante Lorentz, a diferencia de la distribucién de Wightman,
la cual en su expresion (2.12) no lo es.

Si comparamos Rars(w, 7) en (2.23) con R(w, ) en (2.24), tenemos que

Rars(w, T) )| =

{m T - W)

1 5
- 7TQATH)(ATQ‘, (2.26)
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de donde se deduce facilmente que

|Rars(w, 7) — R(w, T)]

1 AT 1 1

T2 ) ds{’[t(7+8)—t(7)]2—[X(T+5)—X(T)]2 s? }
N ﬁ o (A5T2) = 27r23AT o (&) » (227)

(donde se ha empleado la desigualdad triangular de la métrica en la ultima linea),
lo que demuestra que Rars — R cuando AT — oo (como puede comprobarse,
ni tan siquiera es necesario minimizar la duracién de los periodos de encendido
y apagado ¢ para obtener este resultado). Esto nos indica que, siempre que el
conjunto de detectores permanezca activado durante un periodo de tiempo sufi-
cientemente largo, puede alcanzarse una precision arbitraria mediante la funcion
respuesta en (2.24).

2.1.4. El efecto Unruh en detectores

Como se adelanto en el capitulo anterior, podemos aproximarnos al fenémeno
del efecto Unruh mediante la utilizacién de detectores cuanticos de particulas.
En concreto, el sencillo modelo de Unruh-DeWitt descrito en este capitulo es
suficiente para encontrar este efecto.

Consideremos un observador que sigue una trayectoria de aceleracién propia
constante a en la direccion del eje z (en coordenadas cartesianas). Su trayectoria
en funcion del tiempo propio 7 es

1 1
t = —cosh(ar), z= —sinh(ar), =0, y=0, (2.28)
a a
donde se han fijado por conveniencia las constantes arbitrarias que determinan
el origen de coordenadas, la velocidad inicial y el origen de tiempo propio. La
distribucién de Wightman (2.12) para esta trayectoria estd dada por

1 a?

W)= " T ) (7~ ) i

(2.29)

La distribucion de Wightman depende unicamente de la diferencia de tiempos
propios, debido a que se trata de una trayectoria estacionaria.

En la derivacién més conocida del efecto Unruh mediante detectores [11] se
utiliza la expresiéon (2.29) para la funcién respuesta (2.20) (puesto que se trata
de una trayectoria estacionaria), con s = 77/ — 7’

1 00 2 —iws

Riw) = —— a‘e”

472 | as 4sinh? [(a/2)s — ie]” (2:30)
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La integral que aparece en esta expresion puede calcularse utilizando el teorema
de los residuos, cerrando el contorno en el semiplano inferior del plano comple-
jo. En esta region, el integrando presenta polos en los puntos del eje imagina-
rio s = —(2wi/a)n, con n € IN*. El polo que encontrariamos en el origen, y por
tanto en el camino de integracion, sale fuera del contorno de integracién gra-
cias al término —ie. El valor de los residuos en los polos dentro del contorno de
integracion es

: —(27w/a)n
iw e
—_ 2.31
—— (231)
y el resultado de la integracion
Rw) = o g — (232
w) = — . .
2m e%Tw —1

Es decir, el detector percibe particulas con una distribucién planckiana con la
temperatura de Unruh dada por (1.46).

No obstante, en [27] se demuestra que esta derivacién, aunque aparentemen-
te obtiene el resultado esperado, contiene un error que procede de la cuestion
comentada en la seccion 2.1.3, a saber, que la distribucion de Wightman solo de-
be integrarse con funciones suaves de soporte compacto para obtener resultados
validos. Si, por ejemplo, hiciésemos desde el principio la misma derivacion, pero
en un sistema de referencia inercial distinto, aunque considerando exactamente la
misma trayectoria, los resultados en general no coincidirian, y no obtendriamos
el espectro térmico.

Sin embargo, el espectro térmico (2.32) puede obtenerse, en este caso de for-
ma correcta, haciendo uso de la expresién (2.24) para la funcién respuesta, que
involucra a la funcién de Wightman regularizada (2.25). La derivacién es muy si-
milar a la que se sigue para obtener (2.32). En este caso, tenemos que la integral
a calcular, tras sustituir la trayectoria (2.28) en (2.25), y la funcién resultante
en (2.24), y teniendo en cuenta las propiedades de simetria, es

R()——i " ds oo e 1 (2.33)
YT T e o€ 4 sinh? (%S) s?| '

Esta integral se resuelve igualmente utilizando el teorema de los residuos, cerrando
el contorno en el semiplano inferior del plano complejo. En este caso, el polo
en el origen sencillamente no existe. El resultado es, una vez mas, el espectro
planckiano (2.32). Sin embargo, en este caso la funciéon de Wightman regularizada
es manifiestamente invariante Poincaré, por lo que el calculo en cualquier sistema

de referencia inercial reproduce el mismo resultado.

Este acercamiento al efecto Unruh, a partir de detectores y probabilidades
de excitacién, es un acercamiento mas fisico al fenémeno que el desarrollado en
la seccién 1.1.5: no se trata solamente de como se describe un estado de vacio
empleando diferentes bases de Fock, sino de proponer un proceso fisico dinamico
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2.2. La funcion de temperatura efectiva

que dé lugar a una deteccion real de particulas siguiendo un espectro térmico,
debida tnicamente a la aceleracion propia del sistema fisico que las detecta.

2.2. La funcion de temperatura efectiva

En el primer capitulo hemos descrito el efecto Unruh y la radiacién de Haw-
king, respectivamente, mediante el calculo de coeficientes de Bogoliubov. En la
expresion de los coeficientes de Bogoliubov 3, . en (1.22) hemos comprobado que,
mientras exista invariancia conforme (como es el caso de Minkowski en 1+ 1 di-
mensiones, y de la métrica de Schwarzschild reducida a 1 + 1 dimensiones), para
el cdlculo de estos coeficientes solo es necesario conocer la relacion U = U(u)
entre las coordenadas nulas asociadas a los modos de una y otra base.

En particular, al estudiar los fenémenos que nos ocupan estaremos siempre
interesados en la percepcion de un determinado estado de vacio por un determi-
nado observador o conjunto de observadores. Por tanto, necesitamos la relacion
entre la coordenada nula U asociada a los modos que definen el estado de vacio
en el que se encuentra el campo, y la coordenada nula u asociada a los modos
naturales para los observadores cuya percepcién queremos conocer.?

Como se comprobd claramente en el primer capitulo, el resultado fundamental
para obtener el espectro térmico de la radiacién de Hawking y del efecto Unruh
consiste en que la relacién U(u) sea exponencial. Es decir, genéricamente,

U(u) = U} — Ase™ ™", (2.34)

Esta es la forma exacta (salvo los origenes de coordenadas arbitrarios), en todo
momento, de la relacién entre ambas coordenadas nulas para observadores con
aceleraciéon constante en el vacio de Minkowski [ecuacién (1.29), con k, = a] y
para los observadores inerciales en la region asintética de un agujero negro de Sch-
warzschild con el campo en el estado de vacio de Unruh [ecuacién (1.83), con k, =
1/(4M)]. En el caso de los observadores inerciales en la region asintética de una
geometria de colapso (esféricamente simétrica), la relacién entre coordenadas nu-
las iinicamente se aproxima asintéticamente a la forma (2.34) [con k, = 1/(4M)]
en el limite de tiempos suficientemente tardios tras el proceso de colapso.

En esta seccion demostraremos que también podemos encontrar como resul-
tado un espectro térmico de radiacién cuando la relacién (2.34) se cumple solo de
forma aproximada durante un intervalo de tiempo suficientemente largo. Dicho
espectro térmico solo aparecera durante ese intervalo, y su temperatura vendra de-
terminada por el objeto central de esta seccion, y de gran parte de la tesis: la
funcion de temperatura efectiva. Este concepto fue introducido en [23, 24|, y en

3En adelante, las coordenadas nulas U y u no se corresponderan, en general, con ninguna
definicién anterior (coordenadas nulas de Minkowski, de Rindler, etc.). Serdn coordenadas nulas
genéricas, asociadas inicamente al vacio y al observador, respectivamente, salvo cuando se les
asigne un valor concreto en funcién de coordenadas geométricas, lo cual se hara al concretar un
vacio o un observador particulares.
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esta memoria se hace un uso extensivo del mismo, aplicandolo a situaciones fisicas
concretas.

2.2.1. Funcion de temperatura efectiva y relacién expo-
nencial

Dada una relacion entre las coordenadas nulas U (u), la funcién de temperatura
efectiva k(u) se define como

d*U /du?

k(u) := ~ a0 /du (2.35)

De esta forma, k(u) es una funcién que caracteriza la relaciéon entre ambas coor-
denadas nulas. Tomemos una geodésica nula saliente arbitraria, caracterizada por
u = u, = const. En torno a este valor arbitrario, podemos escribir la relacion U (u)
en términos de r(u):

U(u):U*—FC'*/ du exp [—/

donde U, := U(u.) y C. := dU/dul,=,, son constantes de integracién. Si defini-
mos K, := k() y

’

du”m(u”)] , (2.36)

dr(u) == K(u) — K, (2.37)

podemos escribir de nuevo (2.36), de forma exacta, como

Ulu) =U, + C, /u du/ {exp [— ko (U’ — us)] exp [— /u du”én(u”)] } . (2.38)

Consideremos ahora el intervalo abierto de valores de u en torno a wu,, que
denotaremos S,, para el cual se cumple la siguiente condicion:

/u du'drk(u')

U s

<<, ues,. (2.39)

Debe observarse que el intervalo S, siempre existe mientras la relacién U(u)
sea C! (lo que se traduce en que la integral de dx(u) sea continua). Solo hay que
solucionar (2.39) como igualdad para un e dado y obtener los dos limites de S,
(los dos valores de u que satisfacen la igualdad més cercanos a u, por cada lado).
Dentro de este intervalo podemos escribir, hasta orden €,

U(u) =U, + C, /“ du’ {exp [~k (v — w,)] [1 + O(e)*] }. (2.40)

U s

Ignorando el término O(¢€)?, se obtiene como aproximacién la relacién exponen-
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cial (2.34)
U(u) = Ujp — Awe™ ™", (2.41)
con los valores o o
Uy =U,+—, A, = —Te™u, (2.42)
Rox Rk

La relacién (2.41) se cumple de forma aproximada en el intervalo S,. Veremos
que, si este intervalo es suficientemente largo, podremos obtener como resultado
que la percepcién de los observadores (cuyos modos naturales estan asociados a
la coordenada wu) durante el intervalo S, en el vacio que estamos considerando
(aquel que corresponde a los modos normales asociados a la coordenada U), es la
de un espectro térmico con temperatura dada por

|
277]{3]3‘

(2.43)

En este punto, cabe senalar que Ujj en (2.41) no corresponde necesariamente
a la localizacién de un horizonte de sucesos, como ocurria con Uy en la rela-
ci6n exponencial (1.83) del capitulo anterior. Lo hard si la relacién exponencial
se mantiene de forma indefinida en el tiempo (la misma relacién exponencial,
con parametros constantes). Sin embargo, ya hemos indicado que para obtener el
resultado que buscamos solo necesitamos que la relacion se cumpla en un inter-
valo S, suficientemente largo, por lo que en general no tiene por qué alcanzarse
el limite U — U} cuando u — oo.

Finalmente, dado que k. no es més que el valor de x(u) en el instante arbitra-
710 U = Uy, tenemos que en todos los valores de u para los que el intervalo S(u)
(construido de la misma forma en cada punto) sea suficientemente largo, la fun-
cién |k(u)| es proporcional a la temperatura del espectro percibido en el entorno
de u. Es decir, podemos definir la temperatura efectiva

T(u) = ‘;;Z}i' (2.44)

2.2.2. Condicién adiabatica

La siguiente cuestién es cudl debe ser la anchura minima del intervalo S,
[caracterizado por (2.39)] para que, de la relacién exponencial aproximada, pue-
da obtenerse el espectro térmico con temperatura dada por (2.43). Fisicamente,
resulta razonable imponer que durante el intervalo S, sea posible detectar fre-
cuencias suficientemente bajas como para caracterizar adecuadamente el espectro
planckiano; es decir, frecuencias del orden de || e inferiores. Para ello, si defi-
nimos u_ y u, como los limites inicial y final, respectivamente, del intervalo S,
debemos tener que

1
|kl Juy —u_| 2 - > 1, (2.45)

67



Capitulo 2. Percepcion de particulas

donde empleamos la misma cantidad € < 1 para determinar aproximaciones en
todos los calculos por consistencia. Mas adelante, al calcular los coeficientes de
Bogoliubov y el espectro percibido, veremos que esta condicién sobre el interva-
lo S, es suficiente para obtener el resultado matematico buscado. Denominaremos
condicion adiabdtica a la condicién de que exista algun intervalo S, que verifi-
que (2.39) y (2.45). Esta serd (como demostraremos) la condicién que permita
entender |k,| como (proporcional a) la temperatura del espectro percibido en tal
intervalo.

Dado que (2.39) y (2.45) son condiciones a cumplir en algin entorno S, de .,
puede determinarse la existencia de un intervalo de u, que cumpla ambos criterios
mediante una condicién sobre propiedades locales de la funcién x(u) en u = uy; es

decir, mediante una condicién que involucre k, y las derivadas k= dng Jdu’|,, .
Consideremos que la funcién (u) es analitica en u = u,, y que puede definirse la
siguiente constante:

D.:=s L |re | (2.46)
« 1= Su )
w2t | | DY
Definimos a continuacién el intervalo abierto S, para un € < 1, dado por
€
e (U_,uy), con Ug = Uy £ ——-. 2.47
(u-u.) sk (247)

Comprobemos que dicho intervalo cumple la condicién (2.39). Por una parte,
todos los puntos dentro del intervalo S, verifican, por definicion,

2D%k2(u—uy)? < 2 <1, u€eS,. (2.48)

Por otra parte, escogiendo € suficientemente pequeno, siempre es posible hacer
que S, se encuentre incluido en el entorno de u, en el que el desarrollo en serie de
potencias de /<a(u) en u, es convergente. Para un valor u € S,, se tiene entonces
que

u & 1
/ AN (n) o n+1
/U* du'dr(u’)| = ; CES] 1)!f-£* (u — uy)
00 1 00
(n) . n+1 n+1 n+ly,, n+1

Dirilu — .|

1 — Dk — ul

<2D*R*(u—u)t < <1, uesS,

(2.49)

donde las dos tltimas desigualdades se obtienen de (2.48). Por tanto, se cumple
la condicién (2.39).
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Una vez hemos comprobado que se cumple esta condicion, imponemos la con-
dicién (2.45) sobre S, lo cual, teniendo en cuenta la definicién de los limites u
n (2.47), nos lleva a la siguiente condicién sobre D, (y, por tanto, sobre r(u)

en uy):
2

mgf§<L (2.50)

La desigualdad (2.50) es un criterio inicamente sobre los valores locales de la
funcion de temperatura efectiva y sus derivadas. Conviene dejar claro su signifi-
cado: bajo las condiciones impuestas a la funcion k(u), si se verifica (2.50) en un
punto uy, entonces se verifica la condicion adiabdtica en ese punto. No obstante,
es la condicién adiabatica la que en ultima instancia se necesitara para obtener
como resultado un espectro térmico. Dado que (2.48) es condicién suficiente, pero
no necesaria, de (2.39), la condicién (2.50) es, en cierta medida, innecesariamente
restrictiva. Sin embargo, tiene la gran ventaja de ser un criterio inicamente sobre
los valores locales de k(u) y sus derivadas.

La condicién (2.50) tiene por si misma un significado fisico claro. Sabemos
que el intervalo de tiempo necesario para detectar una particula con frecuencia
caracteristica del espectro planckiano es Au ~ 1/|k.|. Por tanto, para poder
caracterizar el espectro durante ese intervalo, es necesario que la variacién en la
temperatura Ak, en ese tiempo sea relativamente pequena. Es decir, |Ak, /K| <
1. Y en efecto, si se cumple (2.50), se tiene que

AK’* 1 - 1 (n) n+1 1 |’Li - n+1
v | —Z <Zn'w 2 (ne b
D%(D, 2

Se observa, ademés, claramente que la deduccién (2.51) es esencialmente la deri-
vada de (2.49).

En la mayoria de los casos, el término que domina la sucesién que aparece en
la definicién de D, en (2.46) es n = 1, por lo que la condicién (2.50) sobre D, se

escribe simplemente
[

5 S e < 1, (2.52)

lo cual puede, en tal caso, considerarse suficiente para el cumplimiento de la

condicién adiabatica. Este sera el criterio que empleemos a lo largo de la tesis
cuando hagamos uso de la funcién de temperatura efectiva.

2.2.3. Coeficientes de Bogoliubov y espectro térmico

A continuacion, vamos a demostrar el significado que hemos atribuido a la
funcién de temperatura efectiva. Es decir, vamos a demostrar que, bajo cumpli-
miento de la condiciéon adiabatica en un instante wu,, el valor absoluto de dicha
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funcién |k.| = |k(u.)| es proporcional a la temperatura del espectro térmico
percibido en torno a ese instante. Conviene notar que, para llevar a cabo tal de-
mostracion, no basta con calcular los coeficientes de Bogoliubov £, ., entre los
modos U y los modos u, puesto que dichos coeficientes dependen de toda la re-
lacién U(u), en tanto que el resultado que aqui se busca es un resultado local en
torno a u = u,. Para obtener este resultado local, introduciremos paquetes de on-
das de anchura en frecuencias Aw, centrados espectralmente en w,, := (n+1/2)Aw
y espacio-temporalmente en u,, dados por
(n+1)Aw

U s
Wn,

(u) : dw e ¢ (u). (2.53)

V= |
. Aw Jnaw
Estos paquetes de ondas pertenecen al conjunto de paquetes de ondas (1.49)
definido anteriormente, los cuales forman una base ortonormal siempre que los
modos normales ¢%(u) que se utilizan en su definicién también formen una base
ortonormal, lo cual es cierto en este caso. Por tanto, podemos considerar transfor-
maciones de Bogoliubov entre estos paquetes de ondas y otras bases ortonormales
de modos.

Los coeficientes de Bogoliubov en los que estamos interesados son los que
relacionan los modos U con los paquetes de ondas (2.53), a los cuales denomina-
remos @i wnw- Leniendo en cuenta que la integral en la expresion del producto

escalar (1.7) puede escribirse igualmente en la coordenada u, estos coeficientes
son

i;wn,w’ = = < 527 (¢g’)*>
=i [ au (e gl ) - B e w) . (250

—00

Supongamos que para el valor u = u, se verifica la condicién adiabatica, y por
tanto existe un entorno S, que verifica (2.39). Imponemos entonces que la regién
temporal con peso significativo de los paquetes de ondas (2.53) esté incluida en
este entorno S,. Si denominamos Aw a la dispersion en el tiempo de los paquetes
de ondas, y suponiendo razonablemente que u, se encuentra aproximadamente
en el centro de S,, esto implica que

Au S |uy —u_l. (2.55)

En tal caso, la region con peso significativo en la integral del producto esca-
lar (2.54) estard también contenida en S,, y por tanto sustituir la relacién exac-
ta U(u) por la relacién exponencial (2.41) valida en S, serd una buena apro-
ximacion (hasta orden €). Dado que la relacién U(u) dnicamente aparece en el
argumento de los modos normales ¢, (U(u)), definimos los modos ¢, ,(u) como

los modos normales ¢¥,(U(u)) en los que se ha sustituido la relacién exponen-
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cial (2.41). Es decir,

o< L (u) == ¢l (Ufy — Aje ™) = ! - exp [—iw' (Uf; — Awe™™")] . (2.56)

it drw

De esta forma, los coeficientes de Bogoliubov (2.54) pueden aproximarse por

» (n+1)A -
e stom ! —<¢wn7 (¢u*;w’) > - <\/—/ ¢Q(U)7 (¢u*;w’> >

n—i—l)Aw

o el@us BZ):?@,UJ/ ’ (2.57)

E=IN

donde se ha usado la definicién de los paquetes de ondas (2.53), y los coeficientes
52):?@@ = < u? (sz)fw )*>

—1w’U*
\[— / du exp[—i(wu + w' Ae™")] (2.58)

deben entenderse como los coeficientes de Bogoliubov entre los modos U y los
modos u calculados extendiendo la relacion exponencial (2.41) a toda la rela-
cion U(u). Estos coeficientes se pueden obtener siguiendo un calculo idéntico al
realizado en la seccién 1.1.4 [ecuacién (1.35)], resultando?

e
BP = UH—e2m (A T D i ). (2.59)
Teniendo en cuenta esta expresion, es facil ver que la integral (2.57) puede apro-
ximarse, para w, > Aw, y salvo una fase global irrelevante, por
’7:::. Wn . sin [Aw log(Cuw/|k])/ (26.)]
VA — T (iw, [ Ky , (2.60
o\ o P/ m) = e i (260

‘ Use W, ,w’ ‘

donde se ha tenido en cuenta la expresién de A, en (2.42). A diferencia de lo que
sucedia con los resultados obtenidos anteriormente para el efecto Unruh (1.47) y la
radiacién de Hawking (1.81), en este caso si que podemos calcular directamente el
espectro en frecuencias observadas w,, de los paquetes de ondas, puesto que no es
divergente. Teniendo en cuenta la propiedad de la funcién I'(iz) dada en (1.48),
e introduciendo el cambio de variable z = Awlog(C.w'/|k«|)/(2k,) al integrar

“Debe tenerse en cuenta que, dada la definicién de A, en (2.42), y sabiendo que C, > 0
[puesto que, segin (2.36), C\ := dU/duly=n,], se tiene que A, tiene el mismo signo que k.. El
procedimiento es ligeramente diferente segin k., sea positiva o negativa.
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en w’, se obtiene facilmente el resultado

o 1
I QP 2 o
\/0 dw ‘5u*;wn,w" ~ 827“‘}”/'”*' _ 17 (261)

el cual resulta ser el espectro térmico buscado.

Hasta el momento, de los dos criterios que debe verificar S, para que se cumpla
la condicién adiabética, solo hemos necesitado que se verifique (2.39), a fin de
poder utilizar la relacién exponencial (2.41). Sin embargo, la condicién (2.45)
(es decir, que S, sea suficientemente largo) es necesaria para poder caracterizar
adecuadamente el espectro térmico, es decir, para que resultado (2.61) sea valido
en frecuencias w, ~ |k.|. Ignorando, de momento, la aproximacién w, > Aw
realizada para obtener dicho resultado, solamente el uso de paquetes de ondas
de dispersion en frecuencias Aw ya impone una cota inferior wy;, ~ Aw a las
frecuencias que pueden resolverse con dichos paquetes. Teniendo en cuenta que
en un paquete de ondas Aw ~ 1/Au, y que anteriormente hemos necesitado la
condicién (2.55) sobre Au, esto implica que

1 1
Wmin ~ Aw ~ — 22— (2.62)
Au ™ |uy —u_|

Por tanto, para que puedan explorarse frecuencias del orden de |k.|, se requie-
re 1/Juy—u_| < |ks|. Como hemos partido de que se verifica la condicién adiabéti-
ca, esta desigualdad se cumple gracias a que se cumple la condicién (2.45), por
lo que efectivamente es posible caracterizar suficientemente el espectro térmico.
Es més, la condicién (2.45) garantiza que 1/|uy —u_| < |k.|, por lo que la apro-
ximacion w, > Aw realizada para obtener dicho espectro térmico es legitima,
puesto que el limite inferior a la resolucién en frecuencias dado por wyi, ~ Aw
estd muy por debajo de |k.|.

Con esto queda clarificada la interpretacion fisica de la funcion de temperatura
efectiva: bajo las condiciones apuntadas, nos indica la temperatura aproximada a
la que un observador concreto, en un vacio concreto, percibe los paquetes de ondas
que llegan en torno a un rayo de luz concreto. Uno de los resultados centrales de
esta tesis serda demostrar que la funcién de temperatura efectiva no es un mero
“artefacto numérico” con el que estimar la temperatura de un espectro que no
es estrictamente térmico. Se trata de una cantidad con mucho contenido fisico,
incluso en las situaciones en las que no cumple las condiciones que permiten
interpretarla estrictamente como una temperatura.

2.3. Coeficientes de Bogoliubov y detectores
En la seccion 2.1, nos hemos acercado al fenémeno de la percepcion de radia-

ciéon por distintos observadores mediante el uso de detectores de particulas, en
concreto del modelo de detector de Unruh-DeWitt. Como dijimos, este acerca-
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miento responde a la descripcién de un proceso fisico concreto (excitaciones de
detectores). Ademads, obtuvimos como resultado el efecto Unruh en Minkowski en
3 4+ 1 dimensiones, debido a que es el escenario més simple y habitual en el que
se trata tal fenémeno.

Sin embargo, para analizar la percepciéon de radiacién en los siguientes capitu-
los (salvo en el capitulo 3) utilizaremos la funcién de temperatura efectiva intro-
ducida en la seccion anterior. El significado de esta funcion se basa en el uso de
coeficientes de Bogoliubov, y en cémo distintos conjuntos de observadores descri-
ben un estado de vacio dado, en funcién de qué modos normales son los naturales
para ellos. Esta descripcién no hace alusién a ningtin proceso fisico concreto, sino
a cémo distintos observadores construyen su Teoria Cuantica de Campos para
el campo de radiacion. Para darle una justificacion fisica a los resultados que
encontraremos en adelante, comprobaremos a continuacion que, al menos en la
teorfa invariante conforme en 1+1 dimensiones (tanto en la métrica de Minkowski
como en la métrica de Schwarzschild reducida), las aproximaciones al problema
en términos de coeficientes de Bogoliubov o de detectores de Unruh-DeWitt son
esencialmente equivalentes.

Por una parte, en la aproximacion al problema mediante detectores, el resul-
tado fundamental (no por ser el mas importante, sino por ser el resultado “raiz”
del que obtuvimos la funcién respuesta) es el nimero total de detectores excita-
dos de la colectividad que constituye lo que denominamos detector macroscépico
[ecuacién (2.14)]. En lugar de considerar el niimero de detectores excitados entre
dos tiempos (79, 7) (lo que equivale, como dijimos, a un encendido y un apagado
“bruscos” de los detectores), introduciremos desde el principio una funcién de en-
cendido &(7) suave y de soporte compacto. En tal caso, el nimero de detectores
excitados desde el estado inicial |wy) (del detector) hasta un estado final |wg) tras
el apagado resulta proporcional a

oo

Ne(wo, we) = C? |{wo| m(r0) [we) / " dr &) / Ar'E (7 e =W (r, 1),

. (2.63)
Con W = Wp — Wy.

Por otra parte, en la aproximacién al problema mediante coeficientes de Bo-
goliubov, el resultado fundamental es el valor esperado del nimero de particulas
[ecuacion (1.24)]. Para compararlo con el resultado anterior, consideremos el valor
esperado del nimero de particulas de los siguientes paquetes de ondas:

o0 o0

ot x [~ aw ([ ande e ) o) (2.6

donde se omite el factor de normalizacién [pues este resultado se comparard con
el anterior (2.63), que incluye una constante de proporcionalidad arbitrarial.
En (2.64), los modos u son los modos naturales para los observadores cuya per-
cepcién queremos conocer. Es decir, ¢¢(u) son paquetes de ondas centrados en la
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frecuencia w y con distribucién temporal dada por {(u) para tales observadores.
Siguiendo con la notacion utilizada en anteriores capitulos, los modos que definen
el estado de vacio en el que calcularemos nuestro valor esperado seran los mo-
dos U. De manera analoga al calculo hecho en la seccién 2.2.3, los coeficientes de
Bogoliubov entre los modos U y los paquetes de ondas (2.64) se pueden escribir

5
ﬁfj’w, N /oo d(D (/00 dﬂ ei(@—w)ﬂg(u)) 6@,0.)’7 (265)

CcOo1mo
00 00

donde los coeficientes de Bogoliubov g, estan dados por la expresién (1.22)

1 [o [ N
faw = —5- g%t/° dy e i@uteUw), (2.66)

El valor esperado del nimero de excitaciones de estos paquetes de ondas, en el
vacio definido por los modos U, resulta

/ d@|/35,@|2 O</ dw Vo (/ da ei(w—w)u§(u)) / du e~ i@u
0 o . .
X/ dw'v(D’ (/ dﬂlei(wlw)ulg(ﬂ/)>/ du/ei&/u’

x [ 2 emwev, (2.67)
0 W

Es facil ver que el factor en la tltima linea de (2.67) es proporcional a la distribu-
cién de Wightman W(u, u’) en 141 dimensiones calculada en el vacio definido por
los modos U. Por otra parte, consideremos que la funcién £(u) tiene una disper-
sién Awu suficientemente grande, de manera que su transformada [las expresiones
entre paréntesis de las dos primeras lineas de (2.67)] estd muy picada en torno a
la frecuencia w (es decir, w > Aw ~ 1/Au).° Entonces, una buena aproximacién
se obtiene sacando los factores v/ y v@' de las integrales como /w. De esta
forma, las integrales en @ y @’ resultan en deltas de Dirac que eliminan otras dos
integrales, quedando el resultado final

Aol T T Ne W N (u, ). 2.68
| aslgtaP e [~ augw [ age (wu).  (268)

—0o0 o0

Si comparamos este resultado con el valor esperado del niimero de detectores

5Siempre puede construirse una base ortonormal de paquetes de ondas tal que los paquetes
de ondas (2.64) formen parte de ella [52], de manera que pueda hablarse de transformaciones
de Bogoliubov entre estos paquetes de ondas y otra base ortonormal de modos.

5Debe notarse que esta suposicién es compatible con la deduccién del espectro térmico a
partir de la funcién de temperatura efectiva que llevamos a cabo la seccién 2.2.3, puesto que en
tal deduccion se hizo la misma suposicion.
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excitados (2.63), vemos que

1 oo
Ne(unsar) ox el m(m) o) * | |88 o (2.69)
0

La conclusion que se obtiene es que en una colectividad de detectores de Unruh-
DeWitt, con un tiempo de encendido mucho mayor que el inverso de la menor
frecuencia a detectar, se excitan detectores en una cantidad proporcional al valor
esperado del niimero de particulas con la frecuencia w = wg — wy correspondien-
tes a los modos naturales para los observadores que siguen la trayectoria de los
detectores, modulada por las caracteristicas particulares de los propios detectores.

Esto nos lleva, a su vez, a dos conclusiones fisicas. Primero, que el detector
de Unruh-DeWitt no es solo un modelo “especialmente sencillo” de detector, sino
aquel que mide precisamente el valor esperado del niimero de particulas, en el
sentido apuntado (otros modelos mas complejos, en general, mediran cantidades
distintas del campo). Y segundo, que todo el formalismo en términos de coefi-
cientes de Bogoliubov, y en particular la funcién de temperatura efectiva, tiene
una interpretacion fisica inmediata en términos de excitacién de detectores.
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Capitulo 3

Expansion adiabatica en
espacio-tiempo plano

En la seccién 2.1 describimos el modelo de detector de Unruh-DeWitt ma-
croscopico. Cuando este detector sigue una trayectoria de aceleracion constante
en el espacio-tiempo de Minkowski, con el campo cuantico en el estado de vacio de
Minkowski, se obtiene como resultado el efecto Unruh. Sin embargo, los detecto-
res cuanticos de particulas, y en concreto el modelo de Unruh-DeWitt, permiten
estudiar escenarios mucho mas generales. A primer orden en teoria de pertur-
baciones, y considerando el espacio-tiempo de Minkowski en 3 4+ 1 dimensiones,
el resultado més general que encontramos para el detector de Unruh-DeWitt en
el vacio de Minkowski es la funcién respuesta (2.24) con la funcién de Wight-
man regularizada (2.25). Teniendo en cuenta la interpretacion fisica de la funcion
respuesta descrita en la seccién 2.1, con este resultado se pueden estudiar trayec-
torias (¢(7),x(7)) generales.

Un régimen especialmente interesante es aquel en el cual la trayectoria se-
guida por el detector presenta una aceleracién lineal propia g(7) (es decir, la
aceleracion lineal medida en un sistema de referencia inercial y co-mévil con el
detector en el instante 7) que varfa lentamente con el tiempo propio 7 del de-
tector. Es esperable que, en este régimen, el detector perciba radiacién térmica
con temperatura variable, proporcional a la aceleracion en cada instante de la
trayectoria segin la férmula de Unruh (1.46); es decir, T'(7) = |g(7)|/(27kp). A
este régimen podemos llamarle “régimen adiabatico”. Si ignoramos derivadas de
la aceleracion mas alla de la primera, este régimen podria definirse como aquel en
el cual |¢'(7)|/g(7)* < 1 (esto es una ligadura sobre la derivada de la aceleracién
en términos de la aceleracién instantanea). Se trata de un requisito fisico razo-
nable: Si queremos que el detector perciba un espectro térmico con temperatura
proporcional a |g(7)], el cambio relativo en la aceleracién |¢'(7)/g(7)| durante el
tiempo necesario para detectar una particula de la energia caracteristica de ese
espectro, 1/]g(7)|, debe ser pequeno. En este capitulo encontraremos el régimen
adiabdtico precisamente como la aproximacién de orden cero de una expansion
asintotica general, que denominaremos “expansién adiabética”. Se trata de una
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expansiéon en potencias de las derivadas de g(7) para un tipo particular de tra-
yectorias: las trayectorias rectilineas con aceleracion variable. Como hemos dicho,
encontraremos el espectro térmico con temperatura proporcional a la aceleracion
en el orden mas bajo. Es facil ver que este resultado, aunque en un contexto
diferente, esta intimamente relacionado con el resultado del espectro térmico que
encontramos a través de la funcion de temperatura efectiva en la seccién 2.2. El
resto de términos seran correcciones debidas a la no adiabaticidad, y seran de
mayor importancia cuanto méas nos alejemos del régimen adiabatico.

3.1. Trayectorias rectilineas con aceleracién va-
riable

Las trayectorias rectilineas con aceleracién variable tienen una ventaja im-
portante: las ecuaciones de las coordenadas como funciones del tiempo propio se
pueden escribir explicitamente, de forma sencilla, en términos de la aceleracion
lineal propia ¢(7) en cada instante (ver, por ejemplo, las referencias [53, 54]). Con-
siderando, por simplificar, una trayectoria rectilinea paralela al eje x, tenemos las
ecuaciones

t(r) =to +/ d7’ cosh x(7'),

70

x(T) = xo + /T dr’sinh x ('), (3.1)

70

Y = Yo, Z = Z0,

donde i
X(7) == xo +/ dr'g(7"). (3.2)

70

Los valores (to,xo, %o, 20) son las coordenadas iniciales en el instante 7 = 7q.
La velocidad inicial en ese instante es (cosh yo, sinh xg,0,0). Al haber escogido
una trayectoria paralela al eje x, hemos fijado cinco de los diez parametros que
caracterizan una transformacion de Poincaré general entre los posibles sistemas de
referencia inerciales arbitrarios en los que describir la trayectoria. Los otros cinco
pardmetros son (g, o, Yo, 20, Xo). Como la funcién respuesta es, por supuesto,
invariante Poincaré, dicha funcién no depende ni de los parametros fijados ni,
como veremos, de los libres.

Trayectorias descritas de esta forma también se utilizan en [55], donde también
se estudia la respuesta de un detector de Unruh-DeWitt con aceleracion variable.
Sin embargo, la eleccion de la “variable temporal” respecto a la cual se define la
funcién respuesta en estos trabajos difiere de la nuestra y, de hecho, da lugar a una
dependencia de dicha funcién que no respeta la causalidad: El detector, tras haber
permanecido en una trayectoria inercial durante todo el tiempo pasado, podria
eventualmente detectar una particula solo por “estar preparado” para acelerar
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3.2. Ezxzpansion adiabdtica de la funcion respuesta

un tiempo después de la deteccion. Debido a esta no causalidad en el calculo, sus
resultados no son directamente comparables con los que aqui presentamos.

Insertando la trayectoria dada por (3.1) y (3.2) en la funciéon de Wightman
regularizada (2.25), tenemos la expresion

1 1 S S
W(T—FS,T;Q]IW—W [/0 ds’cosh(/O
— /ds’sinh /
0 0

Por conveniencia, hemos escrito explicitamente la dependencia funcional con la
aceleracion g entre los argumentos de la funcion de Wightman regularizada. Debe
notarse que, como adelantamos, ninguna de las condiciones iniciales aparece en
esta ultima expresion.

’

ds"g(r + s”))

-1

ds"g(T + 3")) (3.3)

3.2. Expansion adiabatica de la funcion respues-
ta

La funcién respuesta (2.24) y la funciéon de Wightman regularizada (3.3),
formalmente, son suficientes para calcular completamente el valor de la funcion
respuesta en el caso de una aceleracién lineal arbitraria ¢g(7). Sin embargo, ex-
cepto para aceleraciones con una dependencia temporal muy simple, debido a las
integrales involucradas en las expresiones no es posible calcular explicitamente
ni tan siquiera la funcién de Wightman regularizada (3.3). En lugar de intentar
obtener resultados explicitos, lo que haremos serd, como ya dijimos, utilizar las
expresiones (2.24) y (3.3) para calcular una expansion adiabatica de la funcién
respuesta. Esta expansién dard una aproximacién tan buena como se quiera al
valor exacto de la funcién respuesta en el limite en el que la aceleracién varia de
forma suficientemente lenta.

Debe notarse que, para calcular el valor de R(w, 7), debemos conocer toda la
historia pasada de la trayectoria del detector, a través de la funcién g(7'), 7" < 7.
Como veremos, en el marco de la expansion adiabédtica podemos calcular ade-
cuadamente la funcién respuesta usando tnicamente propiedades locales de la
trayectoria en el instante 7. Para ello, asumiremos que la funcién g(7’) es una
funcién real analitica, al menos para 7" < 7. Para obtener una expansién en serie
asintotica de la funcién respuesta, introduciremos un parametro auxiliar «, y de-
finiremos una funcién auxiliar W de la siguiente forma: En primer lugar, hacemos
la sustitucion

9(7') = gla(r' =) +7) (3.4)

en la expresion formal de la funcién de Wightman regularizada (3.3), de manera
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que

, 2
_ 1 1 S S
W(r +s,7,0;9] := y e Ry [/0 ds’ cosh (/0 ds"g(T + as”))]

’ 2
— [/ ds’ sinh (/ ds"g(T + as”))]
0 0

Es evidente que la funcion regularizada de Wightman original se obtiene de esta
funcion auxiliar fijando o = 1. A continuacién, podemos encontrar un desarrollo
en serie formal para la funcién (3.5) en potencias de a. Los coeficientes de esta
expansién dependeran de s y de derivadas de orden cada vez mayor de g(7'),
evaluadas en 7" = 7. Explicitamente,

-1

(3.5)

W(T + 5,7, a;9] = Wo(s, g(7)) + Wi(s,9(7), g'(7))

+ Wa(s,9(1),4'(7). 4" (7))o + ..., (3.6)
donde
WO(S79(T)) = HI{)I+ W(T + 5, T, Q5 9]7
, " 1 O"W(r +s,7T,a: ¢
Wa(s,9(r), (), .9 () = - CIATI BTG sy (g

a—0t

Una vez hemos hecho esta expansion en potencias de «, evaluamos formal-
mente la expresion en o = 1 para recobrar el valor original de la funcién de
Wightman regularizada en (3.3) [lo cual es inmediato de (3.5)], pero escrito en
forma de serie asintética

W(r +s,7;9] ~ Wols, g(7)) + Wils, (7). ¢'(7))
+ Wals, g(7), 4'(7), 9" (7)) + ... (3.8)

Finalmente, calcularemos (de nuevo, formalmente) la integral que aparece en
la funcién respuesta (2.24) término a término usando (3.8). Es claro que cada
término en la serie es integrable. Primero, para cada valor de s, el objeto W (1 +
s, T,; g] es una funcién real analitica de «, y por tanto los coeficientes W,, son
finitos para cada s. Y segundo, todos los coeficientes tienden a cero para s — —o0
mas rapido que 1/s? ya que, para « suficientemente pequena en la expansién (3.6),
tomar un nuimero finito de términos en la serie en « ofrece una aproximacion
arbitrariamente buena a W(r + s, 7, @; g], que de hecho se anula en dicho limite
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més rapido que 1/s?, como es facil de comprobar. Tenemos entonces que

R(w, ) ~ Ro(w, g(7)) + Ra(w, g(7), ¢'(7))
+Ra(w, g(7),9'(7), g (7)) + ..., (3.9)

donde

Rn(w,g(1),g'(7),...,¢" (1)) := 2/ ds cos(ws) W (s, g(1), g (1), ..., g™ (7)).

—00
(3.10)
La expresion (3.9) es lo que denominaremos expansion adiabdtica de la funcion
respuesta. Debemos remarcar que no se trata de una expansion a tiempos cortos
en torno a 7, ni una expansion a altas energias, aunque con esta ultima guarde
alguna relacién (como veremos a continuacion).
En particular, los primeros cuatro coeficientes de la expansién adiabatica se
pueden escribir (con la notacién w := w/|g(7)|) como

Ro (w,9(r)) =l 2 o,
Ry (,9(r), ¢/(7)) = g(r) j((—)) fl,lmﬂ |
Ra (w,g(7),d'(1),9" (1)) =|g(7)] gzg; fai(@) + i’((:)l f2,2(@)] ;
Ra (. 9(r), g (1), " (7). (7)) = 9(7) gg(—()) Fan (@) + % faal@)
q(r)° .
+W f&g(&))] s (311)

donde f;;(w) son funciones adimensionales de la variable adimensional w.! El
primer término es simplemente el espectro térmico con temperatura proporcional
a la aceleracion T' = |g(7)|/(2wkg). Es decir, como ya adelantamos, recobramos el
espectro térmico caracteristico del efecto Unruh como aproximacion de orden cero
en la expansion adiabatica. Debe notarse que Ry solo depende de la aceleracion,
en tanto que R, depende también de la primera derivada de esta, Ry también
de la segunda derivada, etc. Mas ain, Ry unicamente depende del valor absoluto
de la aceleracién. Esto es esperable, ya que el signo de la aceleracién g(7) por
st mismo no tiene ningun significado fisico en el espacio-tiempo de Minkowski.
Sin embargo, el término R; depende del signo del cociente ¢'(7)/g(7). Este signo
si tiene un significado fisico: indica aceleracion creciente o decreciente. Este es el
motivo por el que en el término Ry aparece multiplicando |g(7)|, mientras que
en el término R, aparece g(7). Esta dependencia con el signo se alterna entre los

'El ntimero de funciones f; (&) que aparecen en el término n de la serie estd dado por la
funcion de particion p(n), es decir, el nimero de formas posibles de sumar n mediante suma de
ndmeros enteros positivos.
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términos pares y los impares. Aparte de este factor, las cantidades entre corchetes
en (3.11) son sumas de funciones adimensionales multiplicadas por potencias de
las cantidades adimensionales {g"(7)/g(7)"*}.

Las expresiones explicitas para las tres primeras funciones f; ;(w) son

fii(@) =— ﬁ [1+420F (@) + &*G(@)],
fan(@) = — m [&[(3+47%) + (3 + 27%) cosh(270)]
—3msinh(2rw)},
AN ]- A o ~2 o 7_‘_2 ﬂ_A
f272(w) = m {7TCL) |:( 8+ w (1 3 )) COth( (,d)
—970 (—2 + 7w coth (@) sinh (7))
30 (=3 +4n°) — 1}, (3.12)

donde hemos definido las funciones

F() = /_ BTG Ty / D queos@) g

1l —ev 1 —ew

o0 — 00

La evaluacién explicita de estas integrales da lugar a férmulas en términos de
derivadas de la funcién digamma () :=I"(z)/T'(x):
i
F@)= 5[l -iw) =y (1+iw)],

L1 =) + 07(1 +10). (3.14)

G(@) = ;

En la figura 3.1, se muestran los valores de las tres primeras funciones f; ;(@),
junto al espectro térmico normalizado Ro(w, g(7))/|g(7)|. Debe notarse que todos
los términos que contribuyen a la serie adiabética tienen una forma bien definida
como funciones de la cantidad w. Cambiar las derivadas de ¢g(7) tnicamente au-
menta o disminuye la contribuciéon de cada término al resultado final, pero no su
forma. Es decir, podemos considerar la funciéon respuesta total como una super-
posicién de diferentes espectros. El primero es el espectro térmico. Los siguientes
tienen distintas formas, y su contribucion es proporcional a diferentes potencias
de los cocientes {gV(7)/g(7)*'}. Esto puede parecer trivial, ya que lo que he-
mos hecho desde el principio no es méas que una expansion en potencias de las
derivadas de g(7). Sin embargo, debe notarse que cada coeficiente f; ;(@) es un
espectro bien definido, sin polos y que tiende a anularse en el limite w — oo (sin
catéstrofe ultravioleta).

Finalmente, es necesario decir que, en general, no se puede garantizar la con-
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Figura 3.1: Valores de Ro(w, g(7))/|g(7)| (el espectro térmico normalizado, linea continua),
f1,1(@) (linea discontinua), f2 1(w) (linea punteada) y f2 2(&) (linea punto-raya), como funciones
de @.

vergencia matematica de la serie adiabética (3.9), ya que hemos integrado for-
malmente la expansion de la funcién de Wightman (3.8) sin ningin conocimiento
acerca de su convergencia. Lo tnico que puede afirmarse es que se trata de una
serie asintética en las cantidades adimensionales {g"(7)/g(7)!*'}.

3.3. Comportamiento en altas energias

Todos los términos R, (w, g(7),g'(7),...,g"™ (7)), y por tanto todas las fun-
ciones f; (@), tienden a cero para w — oo, como puede verse facilmente de su
expresion integral (3.10). A continuacién, estudiaremos en detalle el comporta-
miento de esta caida a altas energfas. Las integrales en (3.10), que definen la
expansion adiabatica (3.9), tienen el siguiente comportamiento asintético en serie
de potencias de 1/w, para w — oo [29, 56]:

R (w.9(r),d'(7),....g" (1))
~ 2 Z (—i) W Zm=1) (079(7),9'(7), o ,g(")(T)) . (3.15)

o . . . l
donde, utilizando las expresiones (3.7) para las funciones W,,, los coeficientes W,g)
de esta expansion pueden escribirse como

, N 1o o
W’VSZ) (0,9(7_),9 (7—)""79( )(T)) = E @ aQnW(T+SaTaa;g]

)
s=0

(3.16)
donde [ = 2m — 1 es siempre impar. A continuacion, utilizando la expresion para
la funcién auxiliar W (T + s, 7, «; g] en (3.5), es facil ver que esta funcién tiene la

a—0t
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siguiente propiedad de escala:
QW (T +Qs,m,059] = W(r +5,7,Qu;Qg], Q€eR. (3.17)

Utilizando esta propiedad para el valor concreto () = —1, y teniendo en cuenta
la invariancia del funcional W ante el cambio ¢ — —g, encontramos el siguiente
resultado:

W}Ll) (0; g(1), 4 (1), ... ,g(")(T)) =0, para n-+[impar. (3.18)

Es decir, cualquier “combinacién impar” de derivadas respecto a s y a « se anula
al evaluarla en s = 0 y @ — 0. Teniendo en cuenta que en la expansién (3.15)
todas las derivadas respecto a s son impares (I impar), se concluye que todos
los términos en la expansion se cancelan para n par. Es decir, los términos pares
en la expansién adiabatica (3.9) caen a cero méas rapido que cualquier potencia
inversa de w en el limite de altas energias. Por otra parte, el comportamiento
en este limite de los términos impares en (3.9) solo contendra potencias inversas
pares de w.

También gracias a la propiedad de escala (3.17), podemos mostrar que los
coeficientes W,g) se anulan para [ < n. Con el fin de obtener este resultado, se debe
notar primeramente que el orden en el que se toman las derivadas con respecto
a sy a,y por tanto las evaluaciones en s = 0 y @« — 07, en la ecuacién (3.16),
pueden intercambiarse entre si, ya que estamos considerando funciones analiticas
reales g(7), y por tanto W (7 + s,7,a; g] también es analftica. A continuacion,
comprobamos que la cantidad 0'W/0s!|,—¢ es un polinomio en a de grado [ o
menor. Consideremos una constante arbitraria no nula 7" con dimensiones de
tiempo. En efecto, tenemos que

OW (T + 8,7, 5 g] OW(r + (¢/T)s, 7, a; g]

0s' 5=0 0s' s=01g=T
_ O'W(T +(¢/T)s, T, 3 9]
aql a=0{4_p
O | [T\ -
= | (5) Wi s @/mas a/md
¢ |\q ool
(3.19)

La cantidad final es claramente un polinomio en « de grado [ o inferior. Teniendo
en cuenta in 1 i6n de W, i i0-

que, segin la expresion de Wy’ en (3.16), cada coeficiente es proporcio
nal a la derivada n-ésima de (3.19) respecto de «, necesariamente debe anularse
para [ < n. Esto significa que la expansion del término n de la expansion adiabati-
ca, R, (w,g(T),g’(T), o ,g(")(T)), en potencias inversas de w comenzard en el
término w~"*Y. Por tanto, la expansién adiabética hasta orden n nos da au-
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tomaticamente la expansion a altas energias hasta orden n 4 1. Esta relacion es
natural, puesto que el comportamiento en energias mas altas dependera de for-
ma mas crucial solo de lo que suceda en intervalos mas cortos de tiempo. Y un
intervalo corto de tiempo “representa” mejor lo que sucede a intervalos largos de
tiempo cuanto mas lenta sea la evolucion de la aceleracion, es decir, cuanto me-
jor se ajuste la expansion adiabética. Esto conecta conceptualmente la expansion
adiabdtica con la expansiéon a altas energias.

En particular, hasta cuarto orden, el comportamiento a altas energias es
3./

) 9(r)g'(r) 5 g9(r)’d'(r) 4 6
R (W,Q(T)vg(T))NWw AT +O(w)™",

Rs (w,9(7),9'(1),9"(7), 4" (7))
L (H000)  SOSDY o oy, a

~ 1202 5 2
Sumando, obtenemos

Rl o 20T s

2472
L (g(r)’d(r) g(r)g"(r) d(1)g"(1)\ _4 6
T < 0 15 6 > W+ O

(3.21)

El primer término en la expansion coincide con el que se encuentra en las referen-
cias [28, 29], mientras que en la referencia [57] se encuentran términos hasta sexto
orden en la expansion, los cuales igualmente coinciden con los aqui encontrados.

Es conveniente hacer un ultimo comentario respecto a la expansién en al-
tas energias. En la referencia [29], se demuestra que, para un detector acoplado
mediante una funcién de encendido suave y de soporte compacto (como las que
utilizamos en la seccién 2.1.3) la funcién respuesta decae mas rapido que cualquier
potencia de w en el limite w — oo. Por tanto, puede parecer que la expansion a
altas energias que hemos encontrado aqui es un artefacto que se debe a un tiem-
po de encendido infinito, y a un apagado brusco. Esto es cierto si se considera la
expansion en potencias como la tendencia de la funcién respuesta para energias
arbitrariamente altas. Como se menciona en [29], el comportamiento como poten-
cia inversa siempre sera suplantado por un régimen de caida mucho més rapido
en este limite, cuando el detector se enciende y apaga “adecuadamente” (véase
también la referencia [14]). No obstante, siempre se puede emplear la expansién
en altas energias como herramienta para calcular la funcién respuesta de una
frecuencia dada w con precisién arbitraria. Si se recuerdan las consideraciones
hechas en la seccién 2.1.3, siempre que se tenga la seguridad de que los efectos
debido al proceso de encendido y apagado son despreciables respecto a la preci-
sion requerida, el uso de la serie de potencias estd perfectamente justificado vy,
como veremos a continuaciéon en un ejemplo, da una aproximaciéon valida a la
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funcién respuesta del detector.

3.4. Resultados numeéricos

Consideraremos a continuacién un caso particular de aceleracion propia en
funcién del tiempo propio g(7), dada por

g(1) = E [1 + tanh <i>] . (3.22)
2 AT
El detector comienza sin aceleracion en el pasado asintético, a continuacién co-
mienza a incrementar su aceleracion suavemente y, tras un periodo transitorio de
duracién A7, aproximadamente, en tiempo propio, tiende asintéticamente a al-
canzar una aceleracién final que normalizamos al valor 1 (lo cual termina de fijar
un sistema completo de unidades naturales para el problema). Debe notarse que
el pardmetro A7 estd muy relacionado con el (inverso del) parametro « utilizado
para obtener la expansién adiabéatica.

Para esta dependencia particular de la aceleracién, puede encontrarse analiti-
camente la funcién de Wightman regularizada (2.25) con la ayuda de software
de manipulacién simbdélica (en este caso, se utilizé Mathematica). Sin embargo,
la funcién respuesta debe ser calculada numéricamente, lo cual se consigue con
una precisién muy alta (para los valores de A7 considerados), por lo que pode-
mos comparar los resultados obtenidos directamente de la integraciéon numérica
de la funcién respuesta (2.24) con los resultados obtenidos mediante la expansion
adiabatica. En este sentido, describiremos dos escenarios: aceleracién de evolucion
lenta y de evolucién rapida.

3.4.1. Aceleracion de evolucidon lenta

Para este caso, consideraremos el valor numérico A7 = 1000, de manera que
la aceleracion varfa de forma muy lenta (en comparacion con la escala de tiempo
fijada por su valor final, igual a 1). En las figuras 3.2-3.5, mostramos la depen-
dencia de la funcién respuesta R(w, 7) con el tiempo propio para distintos valores
de w. Dibujamos tres cantidades: el resultado numérico, la aproximacién de orden
cero en la expansiéon adiabética (es decir, lo que se obtendria si en todo instan-
te se detectase unicamente un bano térmico con temperatura proporcional a la
aceleracién), y la aproximacion de tercer orden en la expansion adiabética.

En primer lugar, vemos que, para todas las energias consideradas, el ajuste
de la expansién adiabatica hasta el tercer orden es perfecto. Por otra parte, pa-
ra energias bajas (al menos hasta la energia caracteristica del espectro térmico
final w &~ 1), la coincidencia con el espectro térmico es préacticamente perfec-
ta, en tanto que para altas energias ambos resultados comienzan a separarse,
hasta resultar completamente diferentes. Esto puede resultar sorprendente, te-
niendo en cuenta lo dicho en la seccién anterior: La expansion adiabatica hasta
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Figura 3.2: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w — 0 y A7 = 1000. Los pun-
tos son la solucién numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua (totalmente cubierta por la
continua) la aproximacién adiabédtica hasta
tercer orden.
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Figura 3.4: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w = 2 y A7 = 1000. Los pun-
tos son la solucién numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.
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Figura 3.3: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w = 1 y A7 = 1000. Los pun-
tos son la solucién numérica, la linea conti-
nua es la aproximacién de espectro térmico, y
la linea discontinua (casi totalmente cubierta
por la continua) la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.
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Figura 3.5: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w = 3 y A7 = 1000. Los pun-
tos son la solucién numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.

87



Capitulo 3. FEzpansion adiabdtica en espacio-tiempo plano

orden n coincide con la expansion a altas energias hasta orden n + 1, por lo que
la aproximacién de espectro térmico (de orden cero) deberfa resultar mejor a
altas energias. En particular, la aproximacién adiabatica a orden cero deberia ser
eracta para energias arbitrariamente altas. Tal afirmacion es cierta, pero senci-
llamente porque tanto la aproximacion como el resultado exacto se anulan en ese
limite. Pero es cierta para la diferencia absoluta entre ambas cantidades. Y lo
que nos muestran las figuras 3.2-3.5 es la diferencia relativa, en comparacion con
la magnitud del resultado exacto (ténganse en cuenta los valores numéricos en
el eje vertical). Y, si bien la diferencia absoluta entre el resultado numérico y la
aproximacion de espectro térmico es mayor para energias arbitrariamente bajas
(figura 3.2) que para w = 3 (figura 3.5), en un sentido relativo la diferencia es
despreciable para bajas energias, en tanto que para altas energias es mucho mas
importante. Mas aun, para energias del orden de w = 3, es la contribuciéon del es-
pectro térmico la que es despreciable respecto a contribuciones de orden superior.
En particular, la forma “de campana” que aparece en la figura correspondiente,
se debe, practicamente en su totalidad, al primer término en la expansién a altas
energias (3.21), proporcional a g(7)¢ (7).

Finalmente, debe notarse que en los limites 7 — 400 las tres curvas convergen
en todas las figuras. Esto es esperable, ya que en esas regiones la aceleracion se
acerca a valores constantes, por lo que la aproximacién de espectro térmico tiende
a ser exacta.

3.4.2. Aceleracién de evolucion rapida

A continuacion, consideraremos el valor numérico A7 = 5 (figuras 3.6-3.9).
En este caso, nos encontramos mucho mas lejos del régimen adiabatico. En con-
traste con el caso anterior, incluso para energias arbitrariamente bajas, se obser-
van claramente las desviaciones respecto a la respuesta térmica. La aproximacién
adiabatica hasta tercer orden falla para bajas energias, pero sigue siendo practi-
camente exacta para energias altas. Aqui, las diferencias con la aproximacién a
tercer orden son mayores para bajas energias también en un sentido relativo. Es-
to concuerda, una vez mas, con el hecho de que la expansién adiabatica nos da,
“por el mismo precio”, la expansiéon a altas energias. Es conveniente también no-
tar como en la figura 3.6 la aproximacion a tercer orden resulta una aproximacion
peor al resultado numérico que la aproximacion a orden cero. Esto es algo espe-
rable al alejarnos del régimen adiabatico, puesto que estamos tratando con series
asintoticas, sin ninguna garantia de convergencia. En tal caso, deberia aplicarse
la regla del truncamiento éptimo para obtener el resultado mas preciso posible
al sumar la serie. Aqui, sin embargo, hemos representado las mismas cantidades
que en el caso anterior (el caso de evolucién lenta), puesto que no estamos tan
interesados en conocer el espectro concreto para esta historia de aceleracién (que
ya conocemos numéricamente) como en conocer el comportamiento de la propia
expansion adiabatica.
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.
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~0.01 / ]

Figura 3.6: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w — 0 y A7 = 5. Los puntos
son la soluciéon numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.
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Figura 3.8: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w = 1 y A7 = 5. Los puntos
son la solucién numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.
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Figura 3.7: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w = 0.5 y A7 = 5. Los puntos
son la soluciéon numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.
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Figura 3.9: Funcién respuesta como fun-
cién de 7 para w = 2 y AT = 5. Los puntos
son la solucién numérica, la linea continua
es la aproximacién de espectro térmico, y la
linea discontinua la aproximacién adiabatica
hasta tercer orden.
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Capitulo 4

Percepcion de la radiacion de
Hawking

En este capitulo estudiaremos en profundidad cémo perciben la radiacién de
Hawking diferentes observadores en el exterior de un agujero negro de Schwarzs-
child, segun las distintas trayectorias seguidas por los mismos. Como ya hicimos
en la seccién 1.2, nos centraremos en el sector radial de la geometria, de forma que
trabajaremos en 1+ 1 dimensiones. Utilizaremos para este estudio la herramienta
introducida en la seccién 2.2: la funcién de temperatura efectiva x(u) definida
en (2.35), aplicando tal herramienta al estudio de la percepcién de la radiacién
por distintos observadores, y analizando ademés su rango de validez, mediante
la comprobacién del cumplimiento de la que denominamos condicién adiabatica.
Los distintos tipos de observadores estudiados seran: observadores estaticos en un
radio, observadores en caida libre desde el infinito, y observadores en caida libre
desde un radio finito.

Como novedad, introduciremos un estado de vacio que no es ninguno de los
estados estacionarios habituales (Boulware, Unruh o Hartle-Hawking), sino un
estado no estacionario que denominaremos vacio de colapso. Este vacio interpola
de forma suave entre el vacio de Boulware en el pasado asintético y el vacio de
Unruh en el futuro asintotico. Con este vacio, se busca imitar el proceso de en-
cendido de la radiacion de Hawking en un proceso de colapso real. Entre otros
resultados fisicos, encontramos uno que ya adelantamos anteriormente: los obser-
vadores en caida libre al agujero negro, en general, no detectan vacio al cruzar
el horizonte de sucesos. Muy al contrario, detectan una radiacion que, si bien no
es térmica, es en cualquier caso no nula, siendo su temperatura efectiva cuatro
veces mayor que la temperatura asintdtica de la radiacién de Hawking (1.82).

4.1. Eleccion del estado de vacio

Estamos interesados en analizar como es percibida la radiacion de Hawking
por distintos observadores en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como sabemos,
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

para tener radiacion de Hawking necesitamos en primer lugar seleccionar un es-
tado de vacio adecuado. En lugar de hacer la eleccién obvia del vacio de Unruh,
elegiremos como estado de vacio un estado no estacionario que interpola entre el
vacio de Boulware (sin radiacién) en el pasado asintdtico, y el vacio de Unruh
en el futuro asintético. Este estado dindmico (o no estacionario) en la métrica de
Schwarzschild permite analizar cualitativamente lo que sucederia en un proceso
de colapso, en el cual se genera un agujero negro a partir de un espacio-tiempo
que inicialmente es (casi) Minkowski, sin tener que elegir un modelo clésico de
colapso particular. Al contrario de lo que sucede en el vacio de Unruh, en es-
ta situacion la radiacion de Hawking no estara presente inicialmente, sino que
aparecerd tras un determinado transitorio de encendido (que corresponderia al
momento de formacién del agujero negro).

Para imponer este estado de vacio al campo cuantico, consideraremos un ob-
servador que sigue una geodésica radial de género tiempo correspondiente a una
caida libre al agujero negro desde el infinito espacial. Calcularemos entonces como
etiqueta este observador de forma natural los distintos rayos (trayectorias nulas)
salientes que se encuentra en su camino al horizonte de sucesos. Es decir, cual es
la coordenada nula, que denotaremos U, asociada a los modos normales naturales
para este observador. Por conveniencia, para definir univocamente U la expresa-
remos como funcién de la coordenada nula de Eddington-Finkelstein % := ¢ —r*.!
Los modos U, naturales para este observador, seran entonces los que definan el
vacio en el que trabajaremos, que denotaremos |0c)-

Calculemos primeramente las trayectorias geodésicas radiales de género tiem-
po resolviendo la ecuacién de las geodésicas

d?r dr)? de\?
— =T =] =T"(— . 4.1
dr? " <d7’) t <d7‘) (4.1)

Para ello, tendremos también en cuenta la relacion

dt\? oM\ oM\t [ dr)’
— | =(1—-— 1+ 11—-— — , 4.2
(@) - (=) = 0-5) &) w
que se sigue del elemento de linea en la métrica reducida a 1+1 dimensiones (1.59)
(de forma equivalente, podriamos haber usado directamente un principio varia-
cional sobre el intervalo espacio-temporal). Aqui, 7 es el tiempo propio de la
trayectoria, y IV, I'}, son los tinicos simbolos de Christoffel no nulos relevantes

)
para el calculo de geodésicas radiales:

; M oM\' M 2M
Frr:__ (1__> ) tt:ﬁ <1__) : (43)

r

IEn el capftulo 5 se comprendera que esta es una eleccién especialmente acertada.
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4.1. Eleccion del estado de vacio

Reemplazando su valor en la ecuacion de las geodésicas se tiene

d?r M
= T (44)

ecuacion que recuerda a la expresion de la fuerza gravitacional de Newton. Inte-
grando un vez, obtenemos

dr oM r\ V2

dt oM\ oM\ /2
(1= i 4.6
o) %) (9

donde utilizamos el radio ry para el cual se anula la velocidad como constante de
integracion.

De momento, estamos interesados en describir una trayectoria en caida libre
que comienza en el infinito espacial, lo cual significa que ry — oo. Integrando
entonces la ecuacion radial (4.5) obtenemos

o [3\/W(T )]2/3

5 0o— T (47)

siendo 7y una constante de integraciéon. Debe notarse que 7 recorre los valores
desde —oo hasta 75, momento en el que la trayectoria alcanza la singularidad
en r = 0. Antes, en 7 = 79 — 4M /3, la trayectoria cruza el horizonte de sucesos.
También podemos encontrar el comportamiento de la coordenada temporal ¢ con
respecto a 7. De hecho, dividiendo las ecuaciones (4.5) y (4.6) (con g — 00),

obtenemos
dr 2M 2M
Y G B [ —— 4.

dt r ( r > ’ (48)

la cual se puede integrar directamente, resultando

t:t0—4M[ T 1( r >3/2+%10g(\/7"/(2M)—1>

, (4.9)

3\2M Jr/2M) + 1

+
2M 3 \2M
donde ty es una constante de integraciéon. Para encontrar la relacién t(7), susti-
tuimos la relacién (4.7) obtenida para r(7) en esta expresién:

t:t0—4M{[M] 1/3+ L +110g [(B(TO —7)/AM) 1} }

AM AM T2 7% | B(r — 1)/AM) B + 1
(4.10)

Teniendo el par (t,7) como funcién del tiempo propio 7 en (4.7) y (4.10),
podemos finalmente escribir la coordenada nula de Eddington-Finkelstein u =
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

t — r* también como funciéon de 7:

_ 3(10 — 1) 13 3(m0 —7) 2/3 To—T
“_t0_4M{{ AM } Y LYY

(3(2—]\}7))1/3 — 1] } . (4.11)

El observador que sigue esta trayectoria utiliza de forma natural su tiempo
propio 7 para etiquetar los distintos rayos salientes que encuentra; es decir, puede
hacer la asignacion U(u) = 7(u) dada por la inversa de (4.11) a cada rayo salien-
te u = const con el que se cruza en el tiempo propio 7. Definiendo Uy := 79—4M /3
y escogiendo las constantes ty = 79 de forma que las coordenadas nulas U y u
coincidan en © — —o0, la relacién final entre ambas coordenadas es

+ log

) = Ut g _4M{{i(UH—U) + 111/3

3 4M
= {%(UH —0)+ 11 " : {%(UH _u)+ 1]
+log <ﬁ(UH—U)+1)1/3—1”. (4.12)

Debe notarse que, mientras el rango de validez de la coordenada u es toda la recta
real (—00,00), el de la nueva coordenada U es uinicamente (—oo, Uy), donde Uy
marca el instante en el que el observador en caida libre cruza el horizonte de
sucesos. Como ya hemos dicho, asociado a esta coordenada nula tenemos el estado
de vacio |0.), €l cual sera el objeto de nuestro andlisis mediante la funcién de
temperatura efectiva.?

4.2. QObservadores estaticos

Comenzaremos analizando cémo perciben el estado de vacio |0.,) observado-
res estaticos situados en un radio fijo rs. Para ello, debemos encontrar la nueva
coordenada nula u asociada a los modos naturales para estos observadores. El
procedimiento para ello es analogo al empleado para definir la coordenada nu-
la U: resolver la trayectoria para los observadores (en este caso estéticos), escribir
la coordenada u en funcion del tiempo propio 7, e identificar u = 7. De esta

2En principio, se podria haber elegido otra funcién U(u) que interpolase entre un régimen
lineal (vacio de Boulware) y uno exponencial (vacio de Unruh). Sin embargo, en general los
resultados serian incluso cualitativamente muy diferentes en el transitorio, pudiendo presentar
comportamientos muy alejados de lo esperable. Como veremos, la eleccién de una trayectoria
de caida libre como forma de interpolaciéon produce un transitorio suave y monotono.
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4.2. Observadores estdticos

forma, obtenemos u(u), que junto a la relacién conocida u(U) dada por (4.12),
nos permite construir (aunque sea de forma implicita) la relacién U(u). Y esta es
la relacion que necesitamos para calcular la funciéon de temperatura efectiva.

La trayectoria de un observador que mantiene constante su posicién radial se
describe mediante las ecuaciones

r = 15 = const, (4.13)
o1\ ~1/2

t= (1 — ) (T —70), (4.14)
T's

de manera que

U= (1— 2M)1/2 (1 —70) —1r7(rs), (4.15)

Ts

donde 7*(rs) es la coordenada tortuga [ecuacién (1.60)] asociada al radio cons-
tante ;. Como en la seccion anterior, hacemos ahora la identificacién v = 7.
Salvo una constante aditiva irrelevante, obtenemos la relaciéon @(u) entre las dos

coordenadas nulas Lo
2M N\
u(u) = <1 - ) U. (4.16)

TS
Debe notarse que en este caso no podemos sincronizar ambas coordenadas nulas
en el pasado remoto, como hicimos con u(U). Lo que impide tal cosa es el factor
de dilatacion temporal gravitacional.
En este punto, ya podemos construir la relacion U(u) que buscamos. La com-
plejidad de (4.12) no nos permite escribir la funcién explicitamente, pero si pode-
mos escribir su inversa, utilizando las relaciones w(U) en (4.12) y u(u) en (4.16):

u(U) = (1 - 2M)1/2 {UH+ % —4M [(i(UH )+ 1)1/3

Ts 4M

R TR D R N
2 \4M " 3\am

1/3
+ log<(%(UH—U)+1> —1)”. (4.17)

Podemos estudiar el comportamiento de esta relacion en el pasado y el futuro
asintéticos, u — —oo y u — oo, respectivamente. En el pasado asintotico, el
término lineal en el miembro de la derecha de (4.17) es el mas importante, y la

relacion queda
oM\ 2
U= (1 — ) u, u— —00. (4.18)

T's

Teniendo en cuenta la definicién de x(u) en (2.35), es facil ver que en este régimen
k(u) = 0, por lo que el observador estatico no percibe radiacién alguna.
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

Por el contrario, en el infinito futuro el comportamiento de U(u) estda domi-
nado por el término logaritmico en (4.17), por lo que la expresién aproximada
resultante es

3
AM Ug 3 oM\ 2w
~ - — — ——— (1= — 1l =1
UmUn—3 leXp <4M 2 ( s ) )"
Ug 3 oM\ 2w
~ —4M — ——— (1= — : 4.1
Un exp [4M 5 ( - ) i R (4.19)
Esta expresion tiene directamente la ya conocida forma exponencial
U(u) = Uy — Ae™ =", (4.20)

donde Uy y A son constantes sin relevancia, y k,, es una constante dada por

oM\ V% 1
=1 . 1.91
Fors ( Ts ) AM ( )

En estas condiciones, sabemos que k(u) = k., y que el observador percibe un
espectro térmico con esta temperatura.® Por tanto, para tiempos tardios los ob-
servadores estdticos detectan radiacion con la temperatura de Hawking 1/(4M)
multiplicada por un factor de corrimiento al azul gravitacional. Este factor es
igual a la unidad para los observadores en el infinito espacial, los cuales (como
ya es conocido) detectan la radiacién con la temperatura de Hawking; y alcanza
valores arbitrariamente altos segtin el observador se encuentra en posiciones mas
cercanas al horizonte de sucesos. Este resultado coincide con el obtenido en [17]
utilizando detectores de Unruh-DeWitt.

4.2.1. Resultados numéricos

A continuacién describiremos la percepcién de particulas de uno de estos
observadores a lo largo de toda su trayectoria estatica en el exterior del agujero
negro. De la definicién de x(u) dada en (2.35), es facil comprobar que también
puede escribirse tal funciéon como

d2u [/ du 2
w0 = 97 \au

3Con el fin de agilizar el lenguaje, a menudo nos referiremos a x(u) directamente como
“temperatura”, si bien, como se ha repetido en numerosas ocasiones, solo puede hablarse de
temperatura bajo cumplimiento de la condicién adiabética (como en este caso), y en tal caso la
verdadera temperatura del espectro estd dada por la expresién T'(u) = |k(u)|/(27kg) en (2.44).

(4.22)

(u)
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De esta forma, evaluando las derivadas podemos obtener una forma cerrada
de k(u) en funcién de la relacién implicita U (u):

() = 7 (1 - 224 )M {%[UH — U] + 1}_4/3. (4.23)

Resolviendo numéricamente la relacion U(u) a partir de (4.17), podemos mos-
trar x(u) para diferentes observadores estaticos (figura 4.1). En las curvas resul-
tantes, se observa claramente coémo el estado de vacio es tal que en el pasado
no contiene particulas, pero en un determinado periodo comienza a “calentarse”,
alcanzando una temperatura final asintética. Como dijimos al comienzo, el estado
de vacio que hemos escogido en un espacio-tiempo estéatico reproduce cualitativa-
mente los resultados esperables en un escenario real de formacion de un agujero
negro por colapso gravitacional. Solo cuando el agujero negro estd muy cerca
de su formacién se entra en el régimen asintético exponencial (4.19), y la radia-
cion de Hawking aparece tal y como se describe habitualmente. Podemos estimar
cuando sucede esto, pero para ello primero estudiaremos el comportamiento de
la condicién adiabatica, a fin de comprobar la validez del uso de la funcién de
temperatura efectiva.

1.0

0.8 [ / ,

0.6 -

k(u)

02

040 b T I L L L L L L L L L L L L L L L L L
=30 =20 -10 0 10 20 30

Figura 4.1: Temperatura efectiva como funcién de u para diferentes observadores estaticos
en sy = (3M, 4M, 10M, 20M) (linea discontinua, punteada, punto-raya y continua, respecti-
vamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

4.2.2. Verificacion de la condicion adiabatica

En la seccion 2.2.2, donde analizamos la condicién adiabatica para la fun-
cion de temperatura efectiva, encontramos que el cumplimiento de esta condi-
cién puede expresarse localmente mediante la condicién suficiente D, < 1 [ecua-
cién (2.50)], siendo D, funcién de los valores de x(u) y sus derivadas en un
punto dado u, [ecuacién (2.46)]. Sin embargo, en la mayoria de los casos es igual-
mente suficiente con tener en cuenta unicamente la primera derivada de k(u),
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

reduciéndose la condicién al criterio mds sencillo |#.|/k? < 1 [ecuacién (2.52)].
Para estudiar la validez de la condicion adiabatica a lo largo de las distintas
trayectorias de los observadores, en este capitulo introducimos una funciéon que
denominaremos funcion de control adiabdtica, dada por

1

dr
€(u) := ROE

du

. (4.24)

En los intervalos en los que esta funcién verifique e(u) < 1, la funcién x(u) puede
interpretarse inequivocamente como la temperatura del espectro de radiacion per-
cibido por el observador en cuestién en cada instante. En los intervalos en los que
no se verifique este criterio, la funcién no tiene estrictamente tal interpretacion.
Sin embargo, no dejara de ser un valor orientativo de la cantidad de particulas
percibidas por el observador.

En el caso que nos ocupa (observadores estaticos), de las expresiones u(U)
en (4.17) y r(u) en (4.23) obtenemos

1/3
e(u) = 4{ [%(UH —U(u)) + 1] — 1} : (4.25)

Por tanto, e(u) decae desde infinito en el pasado asintético a cero cuando el
observador que fija el vacio alcanza el horizonte (U = Upy), lo cual sucede en el
futuro asintotico para los observadores estaticos. Este comportamiento a tiempos
tardios es consistente con el hecho de que la radiaciéon de Hawking esta finalmente
encendida entonces, de manera que la radiacién que los observadores estaticos
detectan es perfectamente térmica. Por otra parte, en el pasado remoto, €(u)
diverge. Sin embargo, esto es simplemente un artefacto procedente del hecho de
que x(u) tiende a anularse en esa regién, por lo que la condicién adiabatica pierde
su sentido: sencillamente, no hay radiacion.

Podemos trazar numéricamente también e(u) para las diferentes posiciones
estaticas (figura 4.2). Vemos que su valor decae hasta précticamente anularse
cuando la temperatura alcanza el régimen asintético.

Introducimos ahora dos tiempos de referencia. Por una parte, definimos el
instante de encendido Ui, del agujero negro como aquel para el cual i(u) = 0
(este criterio se basa en obtener el punto de inflexién de las curvas de la fi-
gura 4.1). Si calculamos este valor en términos de U, es facil ver que resul-
ta Uy = Uy — (676/1029)M . Esto se corresponde con el instante en el que la
trayectoria en caida libre que define el vacio alcanza el radio ri; >~ 2M + 0.61M.
Vemos que, escrito en funcién de U, este instante no depende del valor de r de
la trayectoria estatica que se utilice para calcularlo, lo cual es perfectamente ra-
zonable. Por otra parte, definimos el instante de termalizacion Uy, como aquel a
partir del cual puede decirse que la radiacién saliente tiene un espectro térmico.
Este instante puede calcularse en términos de la coordenada U mediante la con-
dicién €(Uy,) = € [con €(U) := e(u(U)) dada por (4.25)], donde € es un valor que
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4.3. Observadores en caida libre desde el infinito

€(u)

20 30

Figura 4.2: Funcién de control adiabética como funcién de u para diferentes observadores
estéticos en rg = (3M, 4M, 10M, 20M) (linea discontinua, punteada, punto-raya y continua,
respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

fija la precision a partir de la cual se considera que se ha alcanzado de facto el es-
pectro térmico. Fijando € = 0.01, esta condicién se cumple en Uy, ~ Uy —0.01M,
lo que corresponde (en un sentido andlogo a i) a ry, ~ 20 + 0.01M.

Pongamos algunos nimeros. Si una estrella de neutrones con 1.5 veces la masa
del Sol (radio de Schwarzschild 2M = 4.43 km) y un radio de 12 km iniciara un
colapso en caida libre, alcanzaria rj; ~ 2M +1.36 km en un tiempo Schwarzschild
tig ~ 0.13 X 107 s, y ryp >~ 2M + 0.02 km en un tiempo ¢y, ~ 0.20 x 1072 s. De
esta forma, puede verse claramente que la deteccién de la radiacién de Hawking
en el infinito no supone un gran retraso asociado con la “congelacion” de la
estructura que colapsa segin se aproxima a la formacién del horizonte. También
es importante destacar que el espectro nitidamente térmico aparece cuando el
objeto que colapsa esta atin a 0.02 km de la formacién del horizonte. Se trata pues
de un ejemplo concreto de lo que adelantamos en la seccién 2.2: no es necesaria
la formacion estricta de un horizonte para obtener radiacién térmica.

4.3. Observadores en caida libre desde el infini-
to

En esta seccién, analizaremos la percepcion de particulas por observadores
que siguen una trayectoria en caida libre desde el infinito espacial. Para encontrar
la nueva coordenada nula u asociada a estos observadores, debemos utilizar las
geodésicas de género tiempo radiales que comienzan en el infinito espacial con
velocidad nula. Sin embargo, debe recordarse que el calculo realizado para fijar
el estado de vacio en la seccion 4.1 hacia uso precisamente de esas trayectorias,
obtenidas finalmente en (4.11). En aquel célculo, teniamos dos constantes de
integracién a fijar, a saber, tg y 79. Ahora consideraremos trayectorias que difieren
de la que define el vacio en un retraso temporal Aty en la constante ty. Es decir,
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

en lugar de fijar ty = 70 = Uy + 4M/3, utilizaremos los valores tg = 79 =
Un + 4M/3 + Aty = uy + 4M/3, donde uy := Uy + Atg. Definimos la nueva
relacién @(u) mediante

AM 3 R 2/3

(4?\4 (st — u) + 1> . 1] } (4.26)

Ahora, como hicimos en el caso anterior, comparamos las coordenadas nulas U
n (4.12) y u en (4.26), obteniendo una relacién implicita dada por

173
+3 LM(UH—u)—i-l] + log

3 1/3 1 3 2/3
—4M LLM(UH_UHl] +2{4M(UH—U)+1}

(4L(UH—U)+1)1/3—1- }

3 s 4T 3 12/3
:At0—4M{[4M(uH—u)+1] +§[m(uH—u)+1

(4?’\4( H—u)+1>1/3—1]}. (4.27)

Las soluciones a esta ecuacién no algebraica deben encontrarse numéricamen-
te. No obstante, podemos examinar los limites del pasado asintético y del hori-
zonte de sucesos de forma analitica. En el pasado asintdtico, obtenemos U =~ u,
lo que refleja la condicién de sincronizacion U =~ u =~ u que hemos impuesto al
hacer ty = 79. Cerca del horizonte, las funciones logaritmicas en (4.27) son las
que tienen la contribuciéon dominante en la ecuacion y, por tanto,

~ 4M —Ato/(4M) 3 1/3
() ~ U — = [e (=) + 1 1] 1

1{ 3
—|—3 {4M(UH_U)+1} + log

3
+ {— uH—u)—i—l] + log

4M(

Wl =

3
-1

(4.28)

Aunque no se tenga la relacién explicita U(u), ni su inversa, la funcién x(u)
puede encontrarse de forma explicita como funcién de u y de U(u). Si denomina-
mos p(U) a la forma funcional del segundo miembro de (4.12) con respecto a U,
es facil ver que la ecuacién (4.27) que relaciona implicitamente U y u se puede
escribir como

p(U) = p(u — Atg) + Aty. (4.29)
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Derivando con respecto a u, obtenemos

AU dp(u—Aty) [ dp()
du du dU

—1
) , (4.30)
U(w)

y, derivando una vez mas

d*U

’*p(u — Aty)  d*p(U)
du? dU?

du?

(%)
U () du

de forma que k(u) puede expresarse como

<d_U>2 ~ dPp(u — Aty)
UG \ du du’

d*p(U)
dU?

K(u) =

(dp(“d;m“))_l L (4.32)

El resultado explicito en términos de u y U(u) es

K(u) = ﬁ {&(UH—U)JH]_I{[%(UH_U)JrlT/s_l}ﬂ

X{{ (3/4M) (ugg — u) + 1 ]4/3_1}. )

(3/4M)(Uy — U(u)) +1

Debe tenerse en cuenta que, aunque se trata de una expresiéon explicita si se escribe
en funcién de u y U, ello no significa que sea una funciéon de dos variables, sino
tan solo de u. La dependencia con Aty esta oculta en la relacién implicita U(u)
entre las dos coordenadas, dada por (4.27).

Podemos utilizar la expresion U(u) vélida en las cercanias del horizonte de
sucesos (4.28) (la cual tiende a ser exacta en ese limite) para encontrar qué tem-
peratura efectiva detectara el observador caracterizado por el retraso Aty en el
instante preciso en que cruza el horizonte. Esta temperatura efectiva resulta ser

1
finor (Aty) = 77 (1 — e 2fo/ADY (4.34)

Por tanto, la temperatura efectiva percibida pasa de ser inicialmente nula a al-
canzar asintéticamente el valor 1/M, lo que supone cuatro veces la temperatura
de la radiacién de Hawking 1/(4M), para retardos Aty mucho mayores que 4M.
Se trata de un resultado interesante y, a primera vista, enigmatico. Con pos-
terioridad, el mismo resultado ha sido encontrado nuevamente en [58, 59|, con
un procedimiento analogo. En la seccién 4.5 daremos una explicacion clara de
este resultado que, adelantamos, se debe a un factor Doppler que diverge en el
horizonte de sucesos.
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

4.3.1. Resultados numéricos

Mediante calculo numérico podemos obtener una grafica completa de la fun-
cién k(u). Los resultados se muestran en la figura 4.3. Para valores pequenos
de Aty (menos de 20M, aproximadamente) la temperatura percibida por el ob-
servador en caida libre es practicamente nula a lo largo de casi toda su trayectoria.
Solo cuando se acerca al horizonte, la temperatura crece hasta alcanzar un valor
mé&ximo en el propio horizonte, dado por (4.34). Para retrasos At suficientemen-
te largos, antes de este incremento final en la temperatura aparece una “meseta”
intermedia en la cual la temperatura es casi constante. Es facil comprender este
comportamiento: si el observador en caida libre se encuentra atn lejos del hori-
zonte cuando aparece la radiaciéon de Hawking, en el momento en que esto sucede
el observador comenzara a percibir esa radiacion, la cual permanecera aproxi-
madamente constante hasta que el observador se encuentre cerca del horizonte,
donde tiene lugar el (hasta ahora inesperado) incremento final de la temperatura.
La temperatura a lo largo de la meseta es algo mayor que la temperatura de Haw-
king, y ligeramente creciente. Como veremos, esto se debe principalmente al factor
Doppler asociado a la velocidad radial del observador en caida libre (el mismo
factor responsable de que aparezca el pico final antes de cruzar el horizonte).

20F

k(u)

05-

00" ‘ - S
~80 ~60 —40 20 0

u

Figura 4.3: Temperatura efectiva como funcién de u para diferentes observadores en caida
libre con retrasos Aty = (2M, 20M, 100M, 200M) (linea discontinua, punteada, punto-raya y
continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

4.3.2. Verificacion de la condicion adiabatica

Habiendo encontrado una expresion para r(u) en términos de vy U(u), pode-
mos utilizarla para obtener una expresion en los mismos términos de la funcion de
control adiabatica (4.24). La expresion resultante es, no obstante, excesivamente
complicada, por lo que no resulta 1til incluirla aqui. Sin embargo, al igual que
hicimos con x(u), podemos también en este caso sustituir la relacién U(u) valida
en las cercanias del horizonte (4.28) para encontrar una expresion explicita €(u)
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4.3. Observadores en caida libre desde el infinito

valida en esa region; y, a continuacion, tomar el limite u — uy para encontrar el
valor de €(u) que se tiene al cruzar el horizonte. El resultado es

3 7

@hor(Alo) = g+ 1 [eAto/(43) — 1]

(4.35)

Este resultado diverge para Aty — 0, decreciendo mondtonamente hasta alcanzar
el valor asintético € = 3/8 cuando Aty es varias veces mayor que 4M. La divergen-
cia para Aty — 0 se debe, una vez mds, a que es la propia temperatura ko, (Atp)
en (4.34) la que se anula cuando el observador en caida libre se aproxima a aquel
que define el vacio. Cabe destacar que la condicién ¢ < 1 nunca se satisface al
cruzar el horizonte. Sin embargo, es llamativo que, para Aty suficientemente lar-
208, €nor(Aty) siempre se mantiene del orden de la unidad, por lo que en tales
casos no nos alejamos significativamente del régimen adiabatico. Cabe conjeturar
que el espectro percibido al cruzar el horizonte en tiempos suficientemente tardios
no diferirda de forma dramatica del espectro de Planck con temperatura cuatro
veces superior a la temperatura de Hawking.

Por otra parte, podemos estudiar numéricamente el valor de e(u) a lo largo de
toda la trayectoria (figura 4.4). Podemos ver que, para tiempos suficientemente
tardios hay una parte de la trayectoria para la cual la condicion adiabatica es sin
duda valida, pues el valor de €(u) es practicamente nulo en ella. Tal regién, por
supuesto, coincide con la meseta que se obtuvo para x(u) (figura 4.3, en los casos
en los que esta aparecia), el la cual k(u) tomaba un valor casi constante. Una
vez que el incremento final en x(u) aparece, la condicién adiabética comienza a
violarse, aunque, como hemos visto, no de forma dramatica.

€(u)

-80 -60 -40

Figura 4.4: Funcién de control adiabdtica como funcién de u para diferentes observadores en
cafda libre con retrasos Aty = (100M, 200M ) (linea punto-raya y continua, respectivamente).
Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

4.4. QObservadores en caida libre desde un radio
finito

El ultimo caso de observadores que consideraremos en este capitulo seran
aquéllos que son “soltados” en caida libre desde un radio finito 7y con velocidad
inicial nula, tras un tiempo Aty (en tiempo de Schwarzschild) desde que la trayec-
toria usada para definir el vacio cruzara la posicion radial de salida ry. De nuevo,
en primer lugar calcularemos dicha trayectoria. Para ello, debemos integrar la
expresién dr/dr en (4.5), obtenida como primera cuadratura de la ecuacién de
las geodésicas (4.4), pero manteniendo en este caso el radio inicial 7y como una
constante finita. El resultado es

Fo—T = —Tg 2%{{(%—1) T—Z%—arctan{(%—l) ]}, (4.36)

donde 7( representa el tiempo propio en el que el observador comienza a caer
(debe notarse que, en toda esta seccion, el rango de valores de 7 es 2M < r < rg).
Esta expresién nos define la funcién implicita r(7; 79, 7o), donde se ha escrito la
dependencia con las constantes de integracion por conveniencia. El instante en el
que se cruza el horizonte siguiendo esta trayectoria es

- - To To 1/2 To To 1/2
= Fo+ 2M |~ (— - 1) o (— - 1) e
= To oM { oM oy Aretan { oM (437)

Por otra parte, mediante las derivadas dr/dr en (4.5) y dt/d7 en (4.6) obtenemos

1/2 ~1/2
dr __ M (1 _ %) (1 _ L) (1 _ %) , (4.38)
dt r r To T'o

expresién que puede integrarse analiticamente, resultando
o +1 )
0=t (-
(r) =to+ log { 5

7“+2 ] oM\ V? 1 r\ V2 r 2r+1

2M To To 2M To
1/2 1/2 AM 1/2
+r0(i—1) <@—1) (14 2 ) arctan (@—1> ,
2M r 70 o r

donde t, es de nuevo una constante de integracién, que en este caso representa
el tiempo de Schwarzschild en el que el observador comienza a caer desde ry.
Si denominamos por conveniencia t = #(r) a la dependencia entre ¢t y r para la

trayectoria que define el vacio, expresada en (4.9), podemos escribir #, en funcién
de las constantes 7, to (que es una constante de integracion de la trayectoria que

X
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4.4. Observadores en caida libre desde un radio finito

define el vacio) y At (que es la constante que manipularemos libremente). En
efecto, tal y como hemos definido Aty, lo que debemos imponer es que

+ Atg. (4.40)

ro 1/ rog\32 1 Vro/(2M) — 1

Sustituyendo este resultado, y la funcién implicita r(7;79, 7o) dada por (4.36),

en (4.39), se obtiene la funcion t(7; 7o, 7o, to, Ato).

Construyamos ahora la trayectoria completa de un observador que permanece
en una posicién fija r = rg hasta un tiempo propio 7 = 7, instante en el cual se
deja caer libremente hacia el agujero negro. Esta trayectoria (t(7), (7)) estd com-
puesta por dos partes que conectan en 7 = 7(: la primera parte, para 7 < T, es
tal que el radio permanece fijo (1) = ry y el tiempo de Schwarzschild satisface

t(r) =to + (1 — %)1/2 (T — 7o), (4.41)

con ty dado por (4.40); y la segunda parte, para 7 > 7o, viene dada por las
expresiones implicitas para la trayectoria en caida libre encontradas previamente,
r(7;7r0, 7o) en (4.36) y t(7; 70, To, to, Atg) en (4.39) [donde se han sustituido, a su
vez, (4.36) y (4.40)].

Como hemos hecho en las dos secciones anteriores, reemplazamos ahora 7 = u.
También re-nombramos la constante arbitraria 7o como ug, y escogemos una
sincronizacion entre ty y ug de tal forma que, en la parte estatica de la trayectoria,
U y u tiendan a coincidir para radios iniciales lejanos. De esta forma, desaparece
la constante ¢y, quedando tinicamente tres constantes en juego: dos con significado
fisico, el radio inicial rg y el “tiempo de espera” Aty; y una arbitraria, el instante
en tiempo propio ugy en el que se comienza la caida libre.

El célculo de la funcién k(u) para la primera parte de la trayectoria resulta
trivial (idéntico al de los observadores estéticos, ya realizado en la seccién 4.2).
En cambio, la parte en caida libre requiere mas pasos. Primero, escribimos la
expresion para la coordenada nula u

u(r) = t(r; ro, uo, &o) —r*(r), (4.42)

donde es importante enfatizar que, por conveniencia, de momento se mantiene r,
y no u, como variable. Si de nuevo llamamos p(U) a la forma funcional del
segundo miembro de (4.12) con respecto a U, la relacion U(u) que buscamos para
obtener x(u) queda implicita en la ecuacién

p(U) = a(r(u; ro, uo)), (4.43)

con p(U) dado por (4.12), u(r) dado por (4.42), y r(u; rg, ug) dado implicitamente
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

por (4.36) (con las sustituciones mencionadas en el parrafo anterior). Tomando
derivadas con respecto a u, encontramos

v (@)1 da dr

W \av) Taw (4.44)

donde dr/du no es mas que dr/dr en (4.5) con u = 7; y, derivando de nuevo,

P (dr\®  dad> A% (dUN?| [dp\ !

SU(EE) pEEEL SR (S (2 (4.45)
dr® \ du dr du dU* \ du dU

De esta forma, k(u) puede expresarse como

dp\ ' d2p AU [da\ ' Radr  (dr\ ' dr
= (=) L—=—-(=—=) ——-(—) —. 4.4
w(u) (dU) AP du \dr) aPdu \du) du? (4.46)

U _

du?

Reemplazando las expresiones correspondientes, y simplificando, obtenemos
finalmente la siguiente expresion para la funcién de temperatura efectiva

1 oM\ V2T 3 —4/3
K(u) = 1M (1 - 7) {W(UH -U)+ 1] , para u<wugy, (4.47)

Al O 60}

donde r = r(u) y U = U(u) deben entenderse como funciones de u [las cuales, una
vez mas, solo pueden resolverse numéricamente a partir de (4.36) y (4.43), res-
pectivamente]. Como veremos, en general esta funcién presenta un salto finito en
el instante ug en el que el observador inicia la caida desde la posiciéon previamente
fija.

Durante el tiempo previo a la caida libre, x(u) sigue el patrén descrito en la
seccién 4.2 para los observadores estaticos, dado por (4.23): crece desde cero e
intenta alcanzar el valor asintético asociado al observador en reposo en el radio rg.
Sin embargo, en el instante ug el observador comienza a caer libremente. En este
instante, se produce un salto finito brusco en x(u). El valor de r(u) justo tras
este salto, que denotaremos keaiga, se encuentra evaluando (4.48) en r = 1, lo
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cual resulta

—~ 1 2M —1/2
K‘caida(ro, Ato) = m <1 _ T_)
0

« {{43’”(% ~ Up(ro, Ato)) + r/s - (%Y} (4.49)

Aqui, Uy :=U (uo) es el valor de la coordenada nula U asociado con ug, y depende
del parametro Ato Un caso particular es Ato = 0, lo que significa que el observa-
dor comienza a caer justo cuando el observador que fija el vacio pasa a su lado.
Esto implica, por supuesto, U = U(ry) segin las expresiones de la seccion 4.1 pa-
ra el observador que define el estado de vacio [puede obtenerse invirtiendo (4.7),
teniendo en cuenta que U hace las veces de 7]. Haciendo esta sustitucién, es facil
comprobar que se obtiene Kcaqa = 0, como resulta esperable. Esto se debe a que,
en este caso, en el instante inicial la unica diferencia entre nuestro observador
y aquel que define el vacio es su velocidad relativa. Si este tltimo no percibe
radiacion, nuestro observador tampoco lo harda, puesto que entre una percepcion
y otra solo puede mediar un efecto Doppler multiplicativo.

En el caso opuesto en el que el observador permanece un tiempo largo en
reposo antes de soltarse, la radiacién de Hawking estard practicamente encen-
dida entonces, es decir, el estado de vacio serd practicamente indistinguible del
estado de Unruh. Este limite es, evidentemente, Aty — oo, lo cual equivale a
sustituir U = Uy en Keagqa en (4.49). El resultado, que denotaremos Kuprun, €S

1 2M VAN
/iUnruh(r()) = Kcaida(TON&O_)OO = m <1 + _> <1 - _) : (450)

To To

A su vez, en este resultado el limite del infinito espacial r — oo reproduce la
temperatura de Hawking x = 1/(4M), en tanto que el limite del horizonte de
sucesos r — 2M devuelve Kk = 0. Estos resultados coinciden con los conoci-
dos para el vacio de Unruh: los observadores inerciales y en reposo en la zona
asintética detectan radiacion de Hawking saliente, en tanto que los observadores
en caida libre arbitrariamente cercanos al horizonte (y obsérvese que, también,
instantaneamente en reposo) no detectan radiacién. Por tanto, estos resultados
concuerdan con el hecho de que el vacio de colapso |0.) reproduce el vacio de
Unruh para tiempos tardios.

Otra cantidad de interés a calcular es el salto brusco en el valor de k(u), que
denotaremos Ak(ry), en el instante de iniciar la caida desde ry. Puede encontrarse
directamente sustrayendo Keaiaa en (4.49) de x(u — ug) previa a la caida en (4.47):

1 oM\ Y2 o\ ? oM\ Y2 M
A - (122 ) = (122 il 4.51
#(ro) 4M( 7“0> (7“0) ( 7“0) rg (4.51)

Lo primero que llama la atencion es que esta cantidad no depende de U, o en
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Capitulo 4. Percepcion de la radiacion de Hawking

otras palabras, no depende de &0. En la figura 4.5 se muestra el valor numérico
de k(u) alrededor del instante uy para distintos tiempos de espera Aty y un radio
inicial fijo rp = 8M. En ella se observa graficamente céomo el salto discreto en el
valor de x(u) no depende del tiempo de espera.

0.7
0.6 E
r L
05F -
—~ 04F T
2 T ]
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02F. —---"""~ B
orE e
0.07‘77‘7‘77‘_7‘7‘-7‘#‘74‘777" e e = = = T
-2 -1 0 1 2

Figura 4.5: Temperatura efectiva alrededor del instante uq de inicio de la caida como funcién

de u para diferentes observadores con radio inicial ro = 8 M y retrasos Eﬁo = (0, 12M, 24M, o0)
(linea discontinua, punteada, punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unida-
des 2M =1y ug = 0.

Una explicacién a este hecho que parece razonable (y la que se dio en [31])
es la siguiente: Para comenzar la caida libre, el observador estatico debe apagar
los motores que lo sostienen fijo en un determinado radio, “perdiendo” asi la
aceleracion correspondiente, la cual solo depende del radio ry y viene dada, pre-
cisamente, por Ak(rg) en (4.51). De hecho, vemos que (4.51) no es mas que la
aceleracion gravitatoria en ry multiplicada por el factor de corrimiento gravitacio-
nal correspondiente. Por tanto, cabria concluir que Ak (rg) no es mas que el efecto
Unruh procedente de la aceleracion necesaria para mantenerse fijo en un radio.
Sin embargo, aunque esta explicacién resulta satisfactoria a primera vista, en el
capitulo siguiente discutiremos en detalle qué parte de la funcién de temperatura
efectiva cabe asignar a la radiacion de Hawking y qué parte al efecto Unruh, y
veremos que la interpretacion hecha aqui no es del todo adecuada.

A continuacién, estudiaremos la percepcién de radiacion en el instante de
cruzar el horizonte. El procedimiento es analogo al que llevamos a cabo en la
seccién 4.3: en la relacién implicita U(u) en (4.43), identificamos los términos
divergentes en el horizonte de sucesos y, de la ecuacion resultante de quedarnos
solo con tales términos, despejamos U y obtenemos una expresién U(r) valida
cerca del horizonte. Tal expresién es muy compleja, y no resulta interesante por
si misma, pero una vez mads, introduciéndola en la expresion de k(u) en (4.48)
obtenemos una expresién explicita k(r) valida cerca del horizonte de sucesos.
Finalmente, tomamos el limite » — 2M en tal expresion y obtenemos el valor
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de k(u) en el instante de cruzar el horizonte, que en este caso resulta

o 2\ ([ rjea) -1
Fhor(r0, M) = (1—7) ‘(WH)

% 5 T0+Kto+ To +1(7"0 )3/2
exp |——= — o
P17% AM oM 3 \2n

(15 +1) (55— 1) "2 arctan <(;—A"4 = 1)1/2)] } . (4.52)

Cuando el observador espera un tiempo suficientemente largo antes de soltarse
de su posicion inicial (mateméticamente, cuando Aty — 00), se simplifica a

1 oM\ /2
"{/hor|£’t04)C>O - M (1 - _> ) (453)

To

lo cual reproduce el resultado k = 1/M para un observador en caida libre desde el
infinito que obtuvimos en la seccién 4.3 [es decir, el limite Aty — 0o de Ky (Atp)
en (4.34)]. También resulta interesante analizar el limite de kpo (79, Aty) cuan-

do rg — oco. Este limite es

- (4.54)

Hh0r|ro—>oo M’

el cual, inesperadamente a primera vista, no depende de &0. Es decir, no po-
demos reproducir la férmula completa de rpo(Atp) en (4.34) tomando el limi-
te rg — oo. El motivo es que la trayectoria utilizada para fijar el estado de vacio
nunca coincide, ni se acerca arbitrariamente, a la trayectoria de un observador
soltado desde un radio finito, aun cuando el punto de partida ry se tome cada vez
mas lejos. Aunque la diferencia de velocidades entre estas dos trayectorias en rg
tiende a anularse en ese limite, ambas llegan a posiciones cercanas al horizonte en
tiempos de Schwarzschild muy diferentes. Los observadores en caida libre desde
un radio finito soltados desde un punto suficientemente lejano siempre alcanzan
el horizonte en tiempos tardios respecto a la trayectoria que define el vacio, de
manera que siempre ven la radiacion de Hawking casi completamente encendida,
es decir, casi en el estado de Unruh final.

Dibujando la expresion de knor(ro, Atp) en (4.52) como funcién de ry para
distintos valores de ANtO (figura 4.6), vemos que el tiempo de espera apenas tie-
ne influencia sobre la temperatura de la radiacién en el instante de cruzar el
horizonte.

4.4.1. Resultados numéricos

A continuacion mostraremos algunas figuras con la resolucién numérica de
la funcién x(u) para distintas trayectorias. La intencién es simplemente obtener
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Figura 4.6: Temperatura efectiva al cruzar el horizonte como funcién del radio inicial ro para
diferentes observadores con retrasos Aty = (0, 2M, 5M, oo) (linea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

una comprension visual y cualitativa de la evolucién global de la temperatura,
asi como comprobar que los limites calculados de forma analitica se reproducen
numéricamente.

En primer lugar, mostramos el valor de x(u) para observadores cuyo radio ini-
cial es 79 = 10M con diferentes tiempos de espera (figura 4.7). Las figuras mues-
tran como k(u) parte de valores muy diferentes cuando el observador comienza
la caida, pero converge siempre a un valor casi idéntico al cruzar el horizonte, sin
importar el tiempo de espera, puesto que el radio de partida es suficientemente
lejano.

2.0 1

k(u)

Figura 4.7: Temperatura efectiva como funcién de u para diferentes observadores con radio
inicial rg = 10M y retrasos Aty = (0, 24M, 36M, o) (linea discontinua, punteada, punto-raya
y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

Si consideramos un radio inicial mas cercano (ro = 4M, figura 4.8), se encuen-
tra una diferencia pequena pero apreciable en el valor de x(u) al alcanzarse el
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2.0F B

k(u)

0.0

Figura 4.8: Temperatura efectiva como funcién de u para diferentes observadores con radio
inicial rg = 4M y retrasos Aty = (0, 4M, 10M, oo0) (linea discontinua, punteada, punto-raya
y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

2.0F B
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Figura 4.9: Temperatura efectiva como funcién de u para diferentes observadores con radio
inicial ro = 30M y retrasos Aty = (0, 60M, 140M, o0) (linea discontinua, punteada, punto-raya
y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

horizonte de sucesos, dependiendo del tiempo de espera. También comprobamos
cémo el salto en el valor de x(u) al comenzar la caida es mucho més importante
en este caso, puesto que la aceleracion necesaria para mantenerse fijo en radios
mas cercanos es mucho mayor [y, al margen de interpretaciones, la ecuacion (4.51)
para Ar(rg) nos muestra que ambas cantidades son numéricamente iguales].
Finalmente, si el radio inicial se encuentra muy alejado del horizonte (ry =
30M, figura 4.9), el salto en k(u) es completamente despreciable. Los diferentes
tiempos de espera solo determinan cudndo se comienza a percibir la radiacion,
lo cual puede suceder antes o después del comienzo de la caida libre. La meseta
encontrada en la seccion 4.3, y por supuesto el pico final de radiacién, se reprodu-
cen de nuevo, como debe suceder para radios iniciales alejados. Pero debe notarse
que, como ya discutimos, no pueden reproducirse los casos de la seccion 4.3 para
los cuales Aty es pequeno. El limite ry — oo aqui da lugar al mismo resultado
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que el limite Aty — oo en la seccién 4.3, sin importar el valor de Kto aqui.

4.4.2. Verificacion de la condicion adiabatica

Repitiendo lo que hemos venido haciendo con los observadores estudiados has-
ta ahora, en este caso también podemos encontrar una férmula para la funcién
de control adiabética €(u) como funcién explicita de U(u) y de r(u). Y también
podemos introducir la expresién explicita U(r) valida cerca del horizonte de su-
cesos, y encontrar una funcién e(r) vélida alli. Finalmente, podriamos tomar el
limite r — 2M y obtener el valor €, al cruzar el horizonte. Sin embargo, en este
caso tanto la expresién de U(r) valida cerca del horizonte como la expresién exac-
ta €(U,r) resultan extremadamente complejas en sus dependencias funcionales.
Por tanto, no parece ni posible ni interesante encontrar una expresion explicita
para ep,, en funcién de los parametros ro y Atg. Sin embargo, si que podemos en-
contrar una expresion explicita para e(r, ro) (en cualquier punto de la trayectoria)

en el caso particular del limite Aty — oo:

4r ro\2 2M 1/2 T 1/2 T
e<r,r0>\&ﬁm=l3—g+(m) ‘4(1‘70) (1‘70) 311

x [(ﬁf - 1} - (4.55)

En esta expresion, podemos tomar » — 2M y obtener el valor al cruzar el hori-
zonte e (ro) para este caso particular:

To

nor(70) | 5, o0 = é [3 + (52 - 1>_1} . (4.56)

Este resultado toma valores desde 3/8 para 1o >> 2M hasta infinito pararg — 2M.
Con el primer limite 3/8, reproducimos de nuevo el resultado obtenido en la sec-
cién 4.3 para tiempos largos Aty [el limite correspondiente de epo, (Atp) en (4.35)].
El segundo limite refleja, una vez més, el hecho de que los observadores que inician
su caida desde posiciones arbitrariamente cercanas al agujero negro practicamen-
te no llegan a detectar radiacién durante la caida. En la figura 4.10, se muestra
la funcién €,4,(r9) en (4.56), junto a algunas curvas obtenidas numéricamente
de enor para tiempos de espera &0 nulos o finitos. Debe notarse que el limite 3/8
cuando ry — 0o es comun a todas las curvas [en consonancia con la coincidencia,
ya mostrada, del valor de kpo, en tal limite, ecuacion (4.54)].

También podemos encontrar una expresion para €caiga(70) al comienzo de la
trayectoria de caida libre, de nuevo solo para Kto — 00. Obtenemos

€eatan(r0)| 5o, = {(;—]‘\})2 - 1] - (4.57)
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Figura 4.10: Funcién de control adiabética al cruzar el horizonte como funcién del radio
inicial 7y para diferentes observadores con retrasos Aty = (0, 2M, 5M, oo) (linea discontinua,
punteada, punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

Esta expresion devuelve cero para rg > 2M, e infinito para rq — 2M. El valor
nulo aparece debido a que, para radios grandes y tiempos de espera arbitraria-
mente largos, lo que el observador percibe no es mas que radiacion de Hawking
con la temperatura de Hawking constante. El valor divergente para ry cercano al
horizonte tiene la misma explicacion que en el caso de e, (79) en (4.56): para tra-
yectorias de caida que comienzan demasiado cerca del horizonte, la aproximacién
adiabatica no es valida en ningin caso.

Finalmente, en las figuras 4.11-4.13 mostramos el valor numérico de €(u) para
los mismos casos para los cuales mostramos (u). Como consecuencia del cambio
brusco de x(u) en el instante de iniciar la caida, las gréficas deberian exhibir un
pico de tipo delta de Dirac en ese punto, lo cual se ha omitido por simplicidad.
Aparte de esto, las figuras requieren pocos comentarios. Como no puede ser de
otro modo, reproducen los valores limites ya encontrados. Al igual que sucedia
en la seccién 4.3, cuando aparece una meseta en k(u) el valor de e(u) decae
hasta practicamente anularse, por lo que la radiacién percibida en ese periodo
es perfectamente térmica, con la temperatura determinada por k(u). Por otra
parte, las divergencias en tiempos tempranos solo reflejan, una vez mas, que en
ese limite es la propia temperatura de la radiacion la que se anula.

4.5. Incremento final de la temperatura efectiva

Uno de los resultados mas importantes obtenidos en el analisis de la tempera-
tura efectiva percibida por distintos observadores es sin duda el incremento final
de esta para los observadores en caida libre al cruzar el horizonte de sucesos.
Tanto este resultado, como otros que hemos obtenido a lo largo de este capitu-
lo, resultardn mucho més claros a la luz del andlisis general de la funcién k(u)
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Figura 4.11: Funcién de control adiabdtica como funcién de u para diferentes observadores

con radio inicial rg = 10M y retrasos &0 = (0, 24M, 36M, oo) (linea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

€(u)

0.6F

02F

0.0: L S S N S A Bt

Figura 4.12: Funcién de control adiabdtica como funcién de u para diferentes observadores
con radio inicial rg = 4M y retrasos Aty = (0, 4M, 10M, oo) (linea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

que desarrollaremos en el capitulo siguiente. No obstante, ya en este punto te-
nemos todos los ingredientes necesarios para dar una primera explicacion a este
inesperado resultado.

Como ya hemos indicado en anteriores ocasiones, para tiempos de espera
suficientemente largos tras el colapso, el vacio de colapso que hemos utilizado
en este capitulo es indistinguible del vacio de Unruh. Es habitual encontrar en
la literatura que este estado es vacio para los observadores en caida libre en el
horizonte. Sin embargo, en este capitulo hemos estudiado varios observadores en
caida libre, y el valor de la temperatura efectiva al cruzar el horizonte ky,, ha
resultado ser no nulo para casi todos: véase el valor de k., para observadores en
caida libre desde el infinito (4.34) y para observadores en caida libre desde un
radio finito (4.52) y (4.53). Las unicas excepciones son el observador que sigue
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Figura 4.13: Funcién de control adiabética como funcién de u para diferentes observadores

con radio inicial g = 30M y retrasos ANtO = (0, 60M, 140M, o) (linea discontinua, punteada,
punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M =1y ug = 0.

exactamente la trayectoria del observador que define el vacio [Atg = 0 en (4.34)]
y el observador con velocidad radial nula en el horizonte [rg = 2M en (4.52)].
En realidad, una vez que la radiacién de Hawking estd completamente en-
cendida, solo hay una temperatura efectiva que se anula en el horizonte: la que
denominamos temperatura de Unruh (4.50). Esta es la x(u) asociada con un
observador en caida libre e instantdneamente en reposo en una posicién radial 7:

1 2M 2M\
KUnruh(r) = m (1 + T) <1 — T) . (458)

A este observador lo denominaremos observador de Unruh. Su temperatura efec-
tiva Kyupran(7) en funcién de la posicién radial la mostramos en la figura 4.14.
Como puede comprobarse, esta funcién pasa por una regién en la que es crecien-
te segin nos acercamos al horizonte, hasta » = 6M, momento en el que decae
rapidamente, anuldndose en r = 2M.

Por otra parte, tomemos como hipdtesis razonable que todo el comportamiento
de la funcién x(u) puede comprenderse en términos de las propiedades locales de
la trayectoria del observador hasta segundo orden (ademds de la definicién del
estado de vacio); es decir, en términos de su posicién, velocidad y aceleracién.*
Bajo esta hipotesis, la Unica caracteristica que distingue al observador de Unruh
de cualquier otro de los observadores en caida libre es que estos tltimos tienen
una velocidad radial no nula. La diferencia en las velocidades radiales entre un
observador en caida libre cualquiera y el observador de Unruh nos indica que sus
respectivas percepciones de la radiacion deben estar relacionadas mediante un
factor de corrimiento Doppler. Por tanto, para obtener x(u) para un observador

4Esta hipdtesis se vera confirmada en el siguiente capitulo, y es facil de intuir teniendo en
cuenta que la definicién de x(u) [ecuacién (2.35)] contiene derivadas entre las dos coordenadas
nulas solo hasta segundo orden.
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Figura 4.14: Temperatura efectiva para el observador de Unruh en funcién de r. Utilizamos
unidades 2M = 1.

en caida libre cualquiera a partir de Kyneun (1), debe multiplicarse esta cantidad por
un factor de corrimiento Doppler. Ademas, el observador de Unruh es tal que, en
el limite del horizonte de sucesos, se encuentra instantaneamente viajando con la
geodésica nula saliente en ese punto (que genera el horizonte). Por tanto, el factor
de corrimiento Doppler serd, necesariamente, divergente al azul en el horizonte.
Comprobaremos que esta divergencia compensa el valor nulo de Kyyan(r) en r =
2M, dando lugar a un resultado final finito (en general) para fpo visto por otro
observador en caida libre.

Veamoslo con mas detalle. La forma precisa de este factor Doppler viene dada
por la expresion

' drp  dry, 1/2 drp  dry, -1/
D, (r):= (E_ dt> (E—i— & , (4.59)

donde r1(t) es la trayectoria de una geodésica nula saliente y r,, (t) la trayectoria en
caida libre que comienza con velocidad cero en r = ry. Hemos indicado también
con el subindice 7y los distintos factores Doppler asociados a observadores en
caida libre lanzados desde distintas distancias radiales ro. La forma concreta de
este factor tiene una clara justificacién, ya que un factor Doppler fisico debe
comparar la velocidad de objetos masivos con la velocidad de la luz:

D=2 (4.60)
c+v

En el caso que nos ocupa, debe notarse que en las coordenadas de Schwarzs-
child (¢,r) la velocidad de la luz es distinta de la unidad. Este es el motivo de
incluir dry/dt en (4.59). Otra forma de escribir este factor es

dr,, \ /2 dr,, \ V2
D =(1-—2 1+ —= 4.61
W= (1-52) (1) (4.61)
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donde se observa claramente que lo que se compara es la velocidad local de los
observadores con la velocidad de la luz. La velocidad dr,,/dt la obtenemos de
la ecuacién de la trayectoria (4.38), en tanto que dr;/dt puede calcularse de la
ecuacién para los rayos salientes ¢t — r*(r]) = const:

d?“l

B dr - 2M
dt N B '

dr* r

(4.62)

=T

Tras algunas manipulaciones algebraicas sencillas, se obtiene

oM\ /2 oM 1/2
= (1-20) " 2 (1 1)
To r To
1/2

X [(1 - %)1/2 - ¥ (1 - %)1/1 o (4.63)

Si a continuacion se calcula Kuneun(r) Dy () y se toma el limite r — 2M,
puede comprobarse que se obtiene exactamente el resultado Kpe(ro) en (4.53).
Por tanto, podemos concluir que el incremento final de la temperatura efectiva se
debe a un factor Doppler divergente en el limite del horizonte, el cual “compite”
con la tendencia a cero de la temperatura de Unruh en ese mismo limite.?

1/2

4.6. jAlgo mas que una aproximaciéon?

En la seccién 2.2, introdujimos la funcién de temperatura efectiva (2.35) co-
mo herramienta especialmente sencilla para estudiar la percepcién de radiacion en
Teoria Cuantica de Campos en espacios curvos, y demostramos que bajo cumpli-
miento de la condicién adiabatica su valor se corresponde con el de la temperatura
del espectro de Planck que percibe un determinado observador en un estado de
vacio dado. La aplicacién de esta funcion al estudio de los diversos ejemplos de
este capitulo es ya una muestra de su potencial para tal fin, lo cual supone un
valor por si mismo. En [58, 59] se han realizado con posterioridad estudios de
algunos de estos ejemplos y de otros diferentes con un procedimiento andlogo,
cuyos resultados confirman los aqui expuestos.

No obstante, en principio podriamos haber propuesto otras formas de esti-
mar la temperatura de la radiacién percibida por un observador (cuando pudiera
hablarse de tal). Por ejemplo, podriamos haber considerado un procedimiento
distinto para aproximar la relacién U(u) localmente mediante una exponencial,

5Con un andlisis muy similar se reproducen también los valores de ki, para otros observa-
dores obtenidos en (4.34) y (4.52). En tales casos, el factor Doppler es el mismo (con rg — oo
en el primer caso), pero ya no compite con Kynrun(r), sino con una cantidad mds répidamente
decreciente en el limite » — 2M, lo cual se debe a que estos observadores no han esperado a
que la radiacién de Hawking se encuentre completamente encendida (en el vacio de Unruh).
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de manera que los pardmetros de dicha exponencial hubieran sido, en general,
ligeramente diferentes; o podriamos haber desarrollado formalmente el espectro
realmente percibido para una relaciéon U(u) genérica, y haber buscado el ajuste
6ptimo a una planckiana mediante algin algoritmo de ajuste (uno de los mu-
chos existentes). Es de esperar que los resultados no difiriesen cualitativamente
de los encontrados con la funcién de temperatura efectiva (que, desde esta pers-
pectiva, no serfa sino un procedimiento de aproximacién mas), y sin duda serfan
practicamente idénticos en los casos en los que se cumple la condicion adiabatica.

Sin embargo, en este capitulo hemos visto claramente que algunos de los re-
sultados concretos para x(u) hemos podido explicarlos de forma analitica exacta
a partir de fenémenos fisicos conocidos, como el efecto Doppler o el corrimiento
al azul gravitacional, incluso en casos en los que no se cumple estrictamente la
condicion adiabdtica que permitiria entender k(u) como la temperatura aproxi-
mada del espectro térmico percibido. Esto nos lleva a pensar que esta funcion
es mucho mas que “un nimero” que nos da la temperatura del espectro térmico
que “mejor se aproxima’”, en algin sentido numérico de aproximacion, al espectro
real, y en general no térmico, que percibe el observador considerado en el vacio
considerado.

Otra idea que también apunta hacia una interpretacion mas profunda de x(u)
tiene que ver con la expansion adiabdtica realizada en el capitulo 3. Es evidente
que también puede definirse una funcién de temperatura efectiva para el espacio-
tiempo de Minkowski, con el campo de radiacion en el estado de vacio de Min-
kowski (cosa que haremos en el siguiente capitulo). En tal caso, no es dificil
intuir, ni tampoco comprobar, que se obtiene k(u) = g(u), es decir, que la fun-
cién de temperatura efectiva no es mas que la aceleracién propia del observador.
Y, como vimos, la contribucién de orden cero a la expansion adiabatica (3.9) es
precisamente el espectro térmico con temperatura proporcional a |g(u)|, siendo
el resto de contribuciones agregadas a esta. Por tanto, es razonable pensar que la
funcién k(u) nos indica la temperatura de una radiaciéon que, de alguna forma,
siempre estd ahi, y que tiene su explicaciéon fisica propia, aun cuando su papel
en el espectro total percibido queda eclipsado por contribuciones con espectros
diferentes, debidas a la no adiabaticidad.

Estas cuestiones nos han llevado a buscar una explicaciéon fisica cerrada y
general para el valor de la funcién de temperatura efectiva. En el siguiente capitulo
mostramos que tal explicacién existe, asi como la forma en que la hemos hallado,
un analisis detallado de la misma, y su aplicacién a diversos escenarios fisicos de
interés.
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Capitulo 5

Interpretacion fisica de la funcion
de temperatura efectiva

Como ya hemos adelantado, en este capitulo obtendremos una expresion gene-
ral de la funcion de temperatura efectiva como funcion de las propiedades locales
de la trayectoria del observador y del estado de vacio considerados. Al igual que
en el capitulo anterior, trabajaremos en el sector radial del espacio-tiempo de
Schwarzschild (salvo en la seccién 5.5), y nos centraremos en la radiacién saliente
(salvo en la seccién 5.6.2). Veremos que una parte de esta expresién tiene una
interpretacién clara en términos de fenémenos fisicos conocidos, en tanto que otra
parte, menos evidente en un primer andlisis, nos lleva a reflexionar acerca de la
relaciéon e interaccion entre los dos fenémenos involucrados en la percepcién de
radiacién de tipo térmico por parte del observador: la radiacién de Hawking y
el efecto Unruh. Finalmente, haremos uso de la expresion general obtenida para
analizar algunos escenarios fisicos concretos, y en particular propondremos un
escenario realista de flotacion de un objeto en las cercanias de un agujero negro
debido a la radiacién de Hawking.

5.1. La funcién de temperatura efectiva del es-
tado

A lo largo de los capitulos anteriores se ha podido comprobar cudles son los
ingredientes para construir x(u): el estado de vacio en el que se trabaja, fijado
por la coordenada nula U asociada a los modos normales que definen tal vacio; el
observador cuya percepciéon se desea conocer, descrito por la coordenada nula u
asociada a los modos normales naturales para él; y la relacién U(u).

Por supuesto, el estado de vacio puede fijarse sin necesidad de conocer el
observador. Para ello, basta definir la coordenada nula U como funcion de otra
coordenada nula de referencia con significado geométrico univoco en el espacio-
tiempo considerado (salvo simetrias). Dada su estaticidad, en el espacio-tiempo
de Schwarzschild es evidente que resulta especialmente conveniente escoger la
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coordenada nula de Eddington-Finkelstein @ := t — r* como referencia. Tal cosa
es lo que se hizo en la seccién 4.1 para definir el que denominamos vacio de
colapso. Por supuesto, no es la unica coordenada de referencia posible, puesto
que podriamos haber utilizado cualquier otra coordenada nula definida en todo el
sector exterior de Schwarzschild. Sin embargo, como comprobaremos, no se trata
solo de una eleccién de coordenada de referencia conveniente por simplicidad de
calculo: al ser una coordenada afin en la region asintética, su uso hara que las
cantidades calculadas tengan una clara interpretacion fisica.

En el caso de un estado de vacio genérico, este quedara fijado por la rela-
cién U(u). Una vez escogido el estado de vacio, la funcién de temperatura efectiva
[definida en (2.35)] para un observador cualquiera puede reescribirse como

- U AU PU AU da da fda
o dw?/ du da®/ du ) du  du?/ du
da d%u /da
- 5 (i) — —— ) Nl
duﬁ(u) du?/ du’ (5-1)
donde LU U
R(u) = (5.2)

da®/ du
es lo que denominaremos funcion de temperatura efectiva del estado. Es la parte
de la expresién (5.1) que contiene la informacién sobre la eleccién del estado de
vacio. El resto no depende de la relacién U(u), sino unicamente de la trayectoria
del observador, descrita por la relacién u(u). Por otra parte, la definicién de & ()
coincide exactamente con la definicién de k(u) original si identificamos u = u, es
decir, si consideramos que elegimos como observadores los que se encuentran en
reposo en el infinito espacial. Por tanto, (%) nos indica la funcién de temperatura
efectiva de la radiacion saliente para tales observadores. Ademads, al tratarse de los
observadores en reposo en la region asintética, podemos identificar tal radiacion
saliente como la efectivamente emitida por el agujero negro, la cual escapa del
sistema y extrae energia de este, evaporandolo. También cabe destacar que, por
depender tinicamente de u, se trata de radiaciéon que se propaga con los rayos de
luz salientes (es constante para cada rayo de luz saliente), lo cual resulta relevante
en el caso de estados de vacio no estacionarios (como el vacio de colapso).

Analicemos la forma de esta funcion para diferentes elecciones del estado de
vacio. Para el vacio de Boulware [42] tenemos que U(u) = u, y por tanto &(u) =
0, lo cual significa que en este vacio no hay radiaciéon emitida hacia el infinito
espacial. Para el vacio de Unruh [7], la relacion es U(u) = —4M exp|—u/(4M)], de
forma que &(u) = 1/(4M), por lo que tenemos radiacién de Hawking emitida hacia
el infinito espacial. En el caso del vacio de colapso, de la relacién implicita U(a)
que puede extraerse de (4.12) no es dificil obtener

1
R() = , 5.3
(@) AM [£ (Un — U() +1]*° (5:3)
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resultado que queda a su vez en funcién de U(w). Una vez més, podemos com-
probar que este vacio, en el pasado remoto (U — —o0), coincide con el vacio de
Boulware (@) — 0; mientras que en el futuro remoto (U — Uy) coincide con el
vacio de Unruh &(u) — 1/(4M). La interpolacion entre ambos valores se muestra
en la figura 5.1.

0.6

Kst(ﬁ)

0.0l

— 1 1
=30 =20 -10

2 o+

Figura 5.1: Valor de (i) en (5.3) para el vacio de colapso (linea continua), y de #(@) = 1/(4M)
para el vacio de Unruh (linea discontinua). Utilizamos unidades 2M = 1.

5.2. Expresion analitica general de la funcién

Consideremos un observador cualquiera O que sigue una trayectoria arbitra-
ria (t(u),r(u)) en el exterior del agujero negro, siendo u su tiempo propio. El
resultado central de este capitulo es que el valor de la funciéon de temperatura
efectiva para el observador O a lo largo de su trayectoria puede expresarse como

() = m \/ﬁ (R(ﬁ) - %) +ap. (5.4)

En esta expresion, r = r(u) y @ = u(u); la funcién v; = v;(u) es la velocidad del
observador O con respecto al agujero negro medida por un observador localmente
Minkowskiano, y la funcién a, = a,(u) es la aceleracion propia del observador O,
es decir, la aceleracién medida por un observador en caida libre e instantdnea-
mente co-movil con el observador O.

Para mostrar que la expresién (5.4) es correcta, en primer lugar describiremos
la componente radial de la trayectoria r(u) localmente en torno a un instante
cualquiera u = ug. Hasta segundo orden en wu, la trayectoria del observador O
puede describirse como

r(u) = ro+ vo(u — up) + %ao(u —ug)? + Ou — ug)?, (5.5)

123



Capitulo 5. Interpretacion fisica de la funcion de temperatura efectiva

donde

ro :=r1(ug), vo:= — . ayi= —5 ) (5.6)

Utilizando esta descripcion local de la trayectoria y el elemento de linea del
sector radial de la métrica de Schwarzschild (1.59), pueden obtenerse las can-
tidades dr/du, d*r/du?, dt/du y d*t/du® como funciones locales de u en torno
au = ug; con estas cantidades, y la definicién de la coordenada nula de Eddington-
Finkelstein @ := t—7*, se obtienen dui/du y d®u/du?; y, finalmente, de la expresion
de k(u) en (5.1) se tiene

T 1/2

1 o Yo T Yo o M
2M 2M K(U(UO»

\/1_7 \/1_K+U8+UO

1 M

+ (CL() + —2) + O(u — UQ). (57)
1—M+U§ TO

o

k(u) =

Es facil comprobar que si identificamos

Vo

vy = (5.8)

1/1—%4+v3

0 i ! (ao + %) , (5.9)

—2M 2 To
V3= 5 T

entonces (5.7) es precisamente la expresién (5.4) que buscamos, evaluada en u =
up. Sin embargo, dado que ug es un instante arbitrario de la trayectoria, conclui-
mos que la expresion es vélida a lo largo de toda la trayectoria del observador O.
Por tanto, para completar la demostracién solo queda comprobar que las defini-
ciones (5.8) y (5.9) se corresponden con las cantidades fisicas correctas (velocidad
local y aceleracion propia) en u = ug, lo que haremos a continuacion.

Dada una métrica, siempre existe un sistema de coordenadas tal que en un
punto concreto, pero arbitrario, la métrica resulta ser localmente Minkowski.
Consideremos el punto (to := t(ug),70) en el sector radial de la métrica de Sch-
warzschild. La transformacion

( gffl ) _T ( gi ) (5.10)

entre un sistema de coordenadas localmente Minkowski (¢;,7;) y el sistema de
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coordenadas de Schwarzschild (¢, r) debe satisfacer

v = -5 0
_ Y T0
T‘u:uo - ( —y; v ) 0 1 ) (511)

1—2M
)

donde v := 1/4/1 — v} es el factor de boost relativista. Aqui v; representa la
velocidad del sistema de referencia con respecto al agujero negro, medida por un
observador localmente Minkowskiano (debe tenerse en cuenta que en coordenadas
de Schwarzschild la estaticidad del espacio-tiempo es explicita).

Consideremos ahora que este sistema de referencia es co-movil con la trayec-
toria r(u) del observador O. En tal caso, tenemos que

2M '\ dt
Yo Ul (1 ro > du lu=ug

- )
- _ 2M ) dt -
O, u=uq (1 o ) du lu=ug V109

B dT‘l

0= —
dt;

(5.12)

donde se ha indicado explicitamente que la derivada se hace a lo largo de la
trayectoria del observador O. Directamente del elemento de linea del sector radial
de Schwarzschild (1.59), sabemos que

atl _YiTS (5.13)
duf,_y, N 11— % ' '
Por tanto, de (5.12) podemos despejar
Vo

(5.14)

U = )
/1 2M
1-— o + U%
que es la expresion (5.8) que buscabamos.

Una vez hemos calculado el orden cero T|,—,, de la expansién en serie de Tay-
lor de la transformacion 7', calcularemos el primer orden (descrito por las segundas
derivadas del cambio de coordenadas evaluadas en u = wug; los términos adicio-
nales en la expansién son irrelevantes para el calculo), con el fin de implementar
el cardcter geodésico (en caida libre) de las coordenadas definidas localmente.

Por conveniencia en la notacién, etiquetaremos temporalmente (¢,7) =: (2, 2!)

y (ti,r) =: (29, 2}). Si {z}, i = 0,1} es un sistema de coordenadas localmente en
calda libre, las ecuaciones de las geodésicas radiales escrita en estas coordenadas
debe escribirse localmente ‘
d2z

l

ds?

— 0. (5.15)

u=ug

Pasando al sistema de coordenadas de Schwarzschild original {z*, i = 0,1}, estas
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ecuaciones se escriben

d?z’ n ozt 0z} dad da*
ds?* 0z 0290z ds ds

— 0. (5.16)

Pero sabemos que las ecuaciones de las geodésicas radiales en estas coordenadas
tienen la forma ) -
d*z* - da’ do
IR el | 5.17
ds? i* ds ds ’ (5.17)
donde T son los simbolos de Christoffel de la métrica de Schwarzschild (1.58).
Por tanto, podemos identificar

o' 9*ap
Oz} Oxl Ox*

=TIy, (5.18)

y, resolviendo para las derivadas de segundo orden de la transformacion de coor-
denadas,
O*x; Oz e
Qxidxk — Qzn IF
Las derivadas de primer orden pueden obtenerse de la transformacién a orden cero
en (5.11), y los simbolos de Christoffel pueden calcularse utilizando la métrica de
Schwarzschild (1.58), obteniéndose

(5.19)

M 1
F:r:_l—‘?t“t:_]'—‘;‘:__z oM
0l—%
M 2M
M =—-=11-—— 5.20
= (-2, (5.20)

siendo el resto nulos (debe recordarse que todas las expresiones tienen que consi-
derarse evaluadas en u = ug). De esta forma, las derivadas de segundo orden de
la transformacion de coordenadas son localmente

/ 2M
827’1 M 1_7—1—?}8 62tl . M Vo

2T T2 q_2Mya 2T 3 2
or o (1—=%0) or ro (1—=0)
oM
827"1 . M Vo 82251 B M 1_?—’_2}(2)
orot 31— 27 orot 1} O

0

0%r, M 2M 0% M
O _ M 2M o _ _ M 5.21
ot? 2 o 0, ot? r v ( )

Una vez descrita la transformacién de coordenadas hasta primer orden, po-
demos calcular la aceleracion del observador O medida en el sistema de coorde-
nadas (t;,7;). En primer lugar, usando la transformacién a orden cero en (5.11)
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puede comprobarse que

dtl d?”l
du’ du
como no puede ser de otra forma, puesto que hemos impuesto que se trate de un

sistema de coordenadas co-movil con el observador O. Esto simplifica la expresion
de la aceleracion a

= (1,0), (5.22)

u=ug

d?r B d?r | 9on d?r N O, (dr 2 Or; dt
d4* |0 uuy Cdu? g | ordu? 0r? \du ot du?
O%r; [ dt 2 O%r; dr dt
— | — 2 —— . 5.23
* ot? <du) N Orot du du (5.23)
u=1ug
De la evaluacion de esta expresién (donde todas las cantidades son conocidas) se
obtiene P2 . Iy
T
Eﬁ = <CLO + T_[Q)) = Qp, (524)

_ /1 _ 2M 2
07U—u0 1 0 + UO

con lo que queda demostrado que a, dada por (5.9) es la aceleracion del obser-
vador O medida en un sistema de referencia en caida libre e instantaneamente
co-mévil con él; es decir, su aceleracion propia. De esta forma, hemos justificado
el cardcter fisico de las cantidades v; y ay.

5.3. Interpretacion fisica. Hawking versus Un-
ruh

La interpretacién fisica de la expresién (5.4) para la temperatura efectiva
resulta en gran parte evidente. En cualquier caso, vamos a separarla en los tres
términos que aparecen. En primer lugar, tenemos el término

1—Ul 1
R(u). 0.25
VT =@ (5.25)

T

Este término corresponde a la radiacion que escapa del agujero negro, dada
por &(u), a lo largo del rayo saliente con el que el observador O se cruza en
cada momento u = u(u), y corregida por dos factores. Por una parte, encon-
tramos el factor de corrimiento gravitacional 1/4/1 —2M/r en la posicién del
observador O, que aparece debido a que la radiacién sufre un corrimiento al rojo
segiin escapa del agujero negro, lo que resulta en un corrimiento al azul de la
radiacién percibida por observadores cercanos con respecto a la percibida por los
que se encuentran en el infinito espacial. Por otra parte, tenemos el factor de
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corrimiento Doppler /(1 —v;)/(1 + v;). La velocidad que aparece en este factor
es vy, que es precisamente la velocidad del observador O con respecto al agujero
negro, medida en un sistema de referencia localmente Minkowskiano, en el cual
la velocidad de la luz es igual a 1, y por tanto el factor de corrimiento Doppler
toma esta forma sencilla.

El segundo término con una interpretacion fisica aparentemente inmediata
es el sumando a,. Se trata de la aceleracién propia del observador O. Estando
medida por un observador en caida libre e instantaneamente co-movil con O,
es la aceleracion que el observador O experimentard cada vez que “encienda
motores” para modificar su trayectoria. Este término sugiere una interpretacion
muy extendida: se trata de la contribucién del efecto Unruh, producido por la
aceleracion propia del observador O, a la percepcion de radiacién térmica del
campo.

Sin embargo, el término que nos falta por considerar, dado por

1 — U 1 M
—= ), (5.26)
1 + (¥ /1 _2M < T2>

también desempena un papel en esta interpretacion. En este término aparece la
“aceleracién de la gravedad” —M /r? multiplicada por los mismos factores que
aparecen para la radiacién emitida por el agujero negro en (5.25). Si aceptdsemos
la interpretacion, a primera vista mas evidente, de a, como unica contribucién del
efecto Unruh entonces, por eliminacién, este tltimo término deberia ser una co-
rreccién propia de la radiacién del agujero negro, es decir, una correccion a (5.25).
Se trataria, en tal caso, del término responsable de una de las peculiaridades
conocidas de la radiacion de Hawking: que no es percibida por los observado-
res en caida libre y, segin vimos en el capitulo anterior, instantaneamente en
reposo cercanos al horizonte [7]. En efecto, si ignoramos el factor Doppler, con-
siderando observadores instantaneamente en reposo y en caida libre, cuando la
radiacién de Hawking esta presente se tiene que &(u) = 1/(4M), y en el horizon-
te M/r? — 1/(4M), por lo que los términos (5.25) y (5.26) en principio tienden a
cancelarse entre si. Puede comprobarse que, aunque el factor de corrimiento gra-
vitacional es divergente en el horizonte, dicha divergencia no es suficientemente
rapida, y la cantidad

() 1 ( 1 M) (5.27)
RUnruh\7") = - ) .
Y /1 — 2TM AM  r?

que en el capitulo anterior denominamos temperatura de Unruh [ecuacién (4.58)],
tiende efectivamente a anularse en el limite r — 2M/.

Sin embargo, la interpretacién adecuada de este término es muy distinta:
este término forma parte del efecto Unruh, constituyendo la parte asociada a la
aceleracion de la gravedad. Es decir, podemos separar la expresion de la funcion
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de temperatura efectiva total (5.4) en dos contribuciones:
k(u) = ku(u) + Kky(u), (5.28)

donde

() = \/ﬂ iwfc(u), (5.29)
o () = \/:Ul Y= (‘ﬁ) +a. (5.30)

El término kg es la contribucion a la percepcién total de la radiacion emitida
por el agujero negro, propia del estado y definida como aquella que escapa a la
region asintética; y el término ky corresponde al efecto Unruh debido de la acele-
racion del observador, entendida esta aceleracion en un sentido que explicaremos
a continuacion.

A esta interpretacion nos llevan varias consideraciones. La primera es que
la expresion de la contribucion correspondiente a la radiacién del agujero ne-
gro (5.29) es totalmente consistente por si misma. Como ya hemos descrito, es la
radiacién que escapa al infinito espacial corregida por los factores adecuados al
observador O. Es una expresion andloga a la que se obtendria para la percepcion
de cualquier radiacién térmica emitida por un cuerpo celeste, sea esta debida a
un proceso electromagnético, nuclear, etc.

La segunda consideracion es que la contribucion que hemos asignado al efec-
to Unruh (5.30) es toda la que no depende del estado de vacio escogido, sino
unicamente del estado de movimiento del observador O. No resultaria coherente
asignar su procedencia a la radiaciéon emitida por el agujero negro, sino mas bien a
la propia percepcién del observador. Ademas, aunque parece razonable identificar
el efecto Unruh exclusivamente con la aceleracion propia, un razonamiento nos
indica que tal identificacién no es adecuada. En Minkowski en 1+ 1 dimensiones,
entre un observador en la regién asintética y cualquier otro observador siempre
media un espacio-tiempo trivial: el de Minkowski. Sin embargo, este no es el caso
en general, y en particular no lo es en un agujero negro. Entre un observador en
la regién asintotica del agujero negro y el observador O media un espacio-tiempo
no trivial que acelera al segundo con respecto al primero, es decir, con respecto
a la region asintotica. A la vista de los resultados, es la aceleracién con respecto
a la region asintotica la que produce un efecto Unruh sobre el observador O, sea
esta aceleracion propia o aceleracion debida a la curvatura del espacio-tiempo.

Puede parecer, haciendo de nuevo una comparacion demasiado inmediata con
Minkowski, que el hecho de que la temperatura de la radiacion correspondiente
al efecto Unruh no sea proporcional tinicamente a la aceleraciéon propia viola el
principio de equivalencia. Sin embargo, una correcta interpretacion de nuestros
resultados nos indica que esto no es asi. Para comprobar que el principio de equi-

129



Capitulo 5. Interpretacion fisica de la funcion de temperatura efectiva

valencia se cumple al comparar localmente con el conocido resultado del efecto
Unruh en el vacio de Minkowski, debemos considerar que el observador que de-
fine el estado de vacio es un observador en caida libre e instantineamente en la
misma posicion radial r que el observador O. En tal caso, es facil ver que se re-
quiere k(1) = M/r? en ese instante y esa posicién, por lo cual los términos (5.25)
y (5.26) se cancelan entre si y k(u) = a,. Es decir, recuperamos localmente la
expresion estandar del efecto Unruh en Minkowski. Sin embargo, en general el
observador que define el vacio no tiene por qué encontrarse ni en caida libre ni en
la posicion del observador O, por lo que en general no se cumplen las condiciones
para siquiera poner a prueba el principio de equivalencia.®

Pongamos un ejemplo concreto. Consideremos una estrella de neutrones, no
colapsada, en cuyo exterior el campo de radiacién se encuentra en el vacio de
Boulware, de tal forma que &(u) = 0. Para los observadores estaticos en una de-
terminada posicién radial, se tiene que x(u) = 0 de forma constante, en cualquier
posicién. Basandonos en la argumentacion hecha en la seccion 2.3, podemos afir-
mar sin lugar a dudas que de una colectividad de detectores de Unruh-DeWitt
siguiendo tales trayectorias estaticas ninguno se excitard. Un resultado analogo
se obtiene en [21] para un campo gravitatorio newtoniano, solucién de las ecua-
ciones de Einstein linealizadas. Sin embargo, ;cémo es posible que no se exciten
detectores de Unruh-DeWitt sometidos a aceleraciones propias arbitrariamente
altas (segin su posicién sea mas cercana al horizonte)? Una primera respuesta a
tal cuestion es clara: en este caso, son los detectores en caida libre los que si detec-
tan una temperatura efectiva no nula, dada precisamente por el término (5.26).?
No hay razon para pensar que, en tal estado, los detectores con aceleracién pro-
pia tengan que excitarse como si se encontrasen en el vacio de Minkowski. Y tal
excitacion de hecho no se produce debido a que, por una parte, la emision de
la estrella de neutrones es nula (ignorando, evidentemente, otros procesos fisi-
cos en la estrella que también dieran lugar a emisién) y, por otra, la aceleraciéon
con respecto a la regiéon asintdtica también es nula, luego ninguno de los dos
fendmenos puede servir de fuente para la excitacion. Algo analogo sucede con el
campo electromagnético y las cargas eléctricas en electrodindmica cléasica: una
carga en reposo en un agujero negro no emite radiaciéon a la regién asintética
aunque esté sometida a aceleracién propia, mientras que una carga en caida libre
si lo hace [62, 63].

Un aspecto importante a resaltar es que la superposicion de los dos términos
en la percepcién total (5.28) puede ser destructiva, y de hecho lo es en muchos

'En [15] se defiende que puede encontrarse una violacién del principio de equivalencia por
detectores de Unruh-DeWitt en Schwarzschild. En nuestra opinién, se comete el error aqui men-
cionado de no comparar con el estado de vacio adecuado, en la linea del comentario que recibe
este articulo en [60]. Este comentario tiene a su vez la réplica [61]. En [18] se hace también
una discusién sobre el principio de equivalencia, pero considerando la situacién en la que los
detectores estan aislados en cavidades.

2Recuérdese que la temperatura del espectro térmico finalmente detectado (cuando puede
hablarse de tal) es proporcional al valor absoluto de la funcién de temperatura efectiva [ecua-
cién (2.44)].
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de los casos considerados. Es decir, el efecto Unruh puede tanto dar lugar a per-
cepcion de radiacion donde no la hay, como hacer que la radiacion existente pase
desapercibida. Esto ltimo sucede, por ejemplo, para los observadores en caida
libre e instantaneamente estéticos en el vacio de Unruh (los que denominamos
observadores de Unruh en el capitulo anterior), para los cuales la funcién de tem-
peratura efectiva toma el valor £Kypnun () dado en (5.27). Es decir, en las posiciones
donde los observadores estaticos detectan una temperatura arbitrariamente alta,
correspondiente a la radiacion de Hawking que, de hecho, escapa del agujero ne-
gro, desplazada al azul por el factor de corrimiento gravitacional, los observadores
de Unruh detectan esencialmente vacio.

5.3.1. Temperatura efectiva y aceleracion relativa

La separacion en dos términos de la temperatura efectiva hecha en (5.28) es la
misma que la que se obtuvo en la segunda linea de (5.1), donde es evidentemente
es segundo término el que se identifica con ky(u). Dicho término puede reescribirse
con un cambio trivial en una forma especialmente clarificadora:

da\ "' d [da
ky(u) = — (—) — <—) : (5.31)

du du \ du
Esta expresion es quizé la que mejor nos muestra la interpretacién correcta de
este término: la temperatura efectiva de la contribucion debida al efecto Unruh
es no nula cuando hay una variacion en el factor de corrimiento en frecuencias,
o lo que es equivalente, un reajuste en la sincronia de los relojes du/du, entre el
observador O y la region asintdtica.® Por tanto, como ya hemos dicho, el efecto
Unruh no vendria dado por la aceleracién propia, sino por la aceleracién con res-
pecto a la region asintotica, entendida tal aceleracion como “variacién del factor
de corrimiento en frecuencias”, sea dicha variacién producida por una aceleracion
propia, gravitatoria, o cualquier combinacién de ambas. Por supuesto, en Min-
kowski ambos conceptos, aceleracién propia y aceleracion con respecto a la region
asintética, coinciden. Ello se debe a que en tal caso el factor de corrimiento en
frecuencias solo responde al efecto Doppler. Por el contrario, en Schwarzschild

este factor esta dado por
du 1— U 1
— =4/ , 5.32
du L+o [q_2m (5:32)

T

es decir, por el producto del efecto Doppler y el corrimiento gravitacional. La
presencia de este tltimo factor es la responsable de que la aceleracion propia y la
aceleracion con respecto a la region asintética no sean la misma.

3De forma andloga sucede para la funcién de temperatura efectiva total: es no nula cuando
hay una variacién en el factor de corrimiento en frecuencias entre el observador que define el
estado de vacio y el observador O.
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Como generalizacién, podemos escribir dos expresiones que relacionan la fun-
cion de temperatura efectiva definida para distintos observadores, y que pueden
entenderse claramente como relaciones entre aceleraciones relativas. Considere-
mos un conjunto de coordenadas nulas salientes {u;} asociadas a distintos obser-
vadores {O;} en el exterior de un agujero negro de Schwarzschild.* Definimos

du]' d2u]' du]'

D =—, K;j=— .
T duy 7 du? / du;

(5.33)

D, ; es el corrimiento en frecuencias del observador O; con respecto al observa-
dor O;, y k;; es la funcién de temperatura efectiva para el observador O; en
el vacio definido por el observador O,. Es facil ver que se cumplen estas dos
relaciones:

Rij = —D@jlij’i, Rij = Di,kﬂk,j + Ri k- (534)

Estas relaciones se pueden describir como propiedades de las aceleraciones re-
lativas entre los distintos observadores, en el sentido generalizado de aceleracién
que ya hemos apuntado, es decir, como variacion del factor de corrimiento en
frecuencias. La primera expresa una relacion de reciprocidad: la aceleracion de
un observador O; con respecto al otro O; (medida por O;), es igual a la acele-
racién de O; con respecto a O; (es decir, medida por O;) con signo contrario y
multiplicada por el correspondiente factor de corrimiento en frecuencias. La se-
gunda expresa una relacion de transitividad: la aceleracién de un observador O;
con respecto a otro O;, es igual a la aceleracién de un tercer observador Oy con
respecto a O; (medida por Oy) multiplicada por el correspondiente factor de co-
rrimiento en frecuencias (entre O; y O) maés la aceleraciéon de O; con respecto
a Og. Es facil comprobar que tanto la expresiéon de x(u) en (5.1) como, a su vez,
la expresién de ky(u) en (5.30) pueden entenderse como ejemplos de la segunda
de las relaciones (5.34).

5.4. Volviendo sobre la percepcion de la radia-
cion de Hawking

En esta seccion haremos un uso practico de la expresién obtenida para la
temperatura efectiva (5.4) volviendo de nuevo, brevemente, sobre algunos de los
ejemplos de observadores estudiados en el capitulo anterior. Es evidente que, con
tal expresion en la mano, los calculos son mucho mas sencillos, y el significado
fisico de los resultados es mucho mas nitido. Ademas, con la expresién encon-
trada podemos codificar la eleccion del estado de vacio, sea este el que fuere, en
la funcién £(u(w)). Mantendremos esta funcién escrita de forma genérica, salvo
cuando pasemos a centrarnos en el vacio de Unruh.

4En realidad, las relaciones que escribiremos son vélidas en cualquier regién conforme a
Minkowski, si ademads se considera la teoria invariante conforme para el campo de radiacién.

132



5.4. Volviendo sobre la percepcion de la radiacion de Hawking

Para observadores estéticos en un radio fijo r(u) = 4, se tiene que

1 M

v(u) =0, ap(u) = \/ﬁﬁ, (5.35)
y por tanto |
K(u) = Wfz(a(u)). (5.36)

Es decir, estos observadores perciben la radiacion saliente del agujero negro en
ese instante, multiplicada por el factor de corrimiento gravitacional al azul co-
rrespondiente a la posicion radial.

Anteriormente, hemos definido como observador de Unruh aquel que se en-
cuentra en caida libre e instantaneamente estdtico en un determinado instan-
te u = up.” En tal caso tenemos que v;(ug) = 0y a,(ug) = 0, y por tanto

(ug) = (Fc(’a(uo)) - i) | (5.37)

L= i) i)
r(ug

Como ya hemos mencionado, estos observadores son uno de los paradigmas de
“interferencia destructiva” entre las dos contribuciones a la funcién de tempe-
ratura efectiva que definimos en la seccién anterior, es decir, entre la radiacion
que escapa del agujero negro y el efecto Unruh que “distorsiona” la percepcion
del observador, debido a la resta que aparece entre paréntesis en (5.37). Si con-
sideramos en particular el estado de vacio de Unruh para el campo de radiacion,
tenemos que k(ug) = 1/(4M). En tal caso, cuando el observador de Unruh se
encuentra arbitrariamente cercano al horizonte, se obtiene

1 1 M

_ 38
1 _ 2(M) <4M r(u0)2) r(uo)—sz 0 (5.38)
r(ug

como ya calculamos en anteriores ocasiones.

Consideremos a continuacion la percepcion de un observador en caida libre
cualquiera (es decir, a,(u) = 0) al cruzar el horizonte. En este caso tenemos una
velocidad radial no nula apuntando al horizonte, que llamaremos v := dr/dr < 0.
Teniendo en cuenta la definicién de la velocidad v; dada en (5.8), esta tltima
velocidad se comporta en el horizonte como

v = ! 1 (5.39)
1 o & + 'U2 r—2M

5 .7 . . .

°Debe notarse que la eleccién de la denominaciéon “observador de Unruh” atiende a que estos
observadores son los que ven el vacio de Unruh como vacio (cerca del horizonte), no a que no
experimenten efecto Unruh.

133



Capitulo 5. Interpretacion fisica de la funcion de temperatura efectiva

Este comportamiento conlleva, por tanto, un factor Doppler divergente

1-— U;
1 —I— U1 r—2M

00, (5.40)

que competird con la tendencia a anularse en el horizonte de la cantidad (5.38).
De esta competicion es de la cual se obtiene el resultado

1 2M
— —y/1l=— 5.41
O EE (5.41)
donde aqui 7y es el radio desde el cual se inicia la trayectoria en caida libre del
observador. En particular, si la trayectoria se inicia en el infinito espacial, tene-
mos k = 1 /M, es decir, cuatro veces la temperatura de la radiacién de Hawking
asintotica.

5.5. La temperatura efectiva en Minkowski

En esta seccién, haremos una breve descripcion del uso de la funcion de tem-
peratura efectiva en el espacio-tiempo de Minkowski, considerando ademas un
escenario fisico de especial interés conceptual. En este espacio-tiempo es facil ob-
tener la funcién de temperatura efectiva para un observador cualquiera en un
estado de vacio cualquiera. El resultado es

k(u) = ,/113—(—) +ap, (5.42)

donde u = w(u) := t(u) — r(u) es la coordenada nula de Minkowski,

R(u(u)) = — iug %, (5.43)

es la funcién de temperatura efectiva del estado, y

dr dr\? dr
u) = @/\ll—k(@) . ap(u) == du2 du (5.44)

son la velocidad con respecto al sistema de referencia (¢, 7) y la aceleracién propia,
respectivamente.

Vamos a escoger en primer lugar la funcién de temperatura efectiva del estado.
En el caso del vacio de Minkowski, es evidente que U o u, y por tanto tenemos
que k(1) = 0y x(u) = ap(u): hemos recuperado la formulacién original del efecto
Unruh. Imaginemos, por el contrario, que el vacio lo definimos con la coordenada

U=Uy—Ae ™" (5.45)
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donde k. > 0 es una constante. De esta forma, la temperatura efectiva del esta-
do R(u) = k. es constante. Si se calcula la trayectoria del observador que define
este vacio, se comprueba que parte con velocidad igual a —1 en el pasado remoto
(lo cual no es un problema), pero alcanza una velocidad igual a 1, y agota su tra-
yectoria, en un tiempo propio finito, lo cual es fisicamente imposible. Es evidente
por qué se produce esto: estamos intentando obtener un vacio equivalente al vacio
de Unruh para los observadores en la regién asintotica de un agujero negro de
Schwarzschild, y en tal caso los observadores en caida libre que definen ese vacio
abandonan la regién exterior del agujero negro en un tiempo propio finito.

A pesar de ello, en lo que sigue en esta seccién escogeremos el estado de vacio
tal que k() = K., asumiendo que un procedimiento fisico nos ha llevado a este
estado. Una forma mas fisica de obtener 5(@) = k. constante es considerar que, en
realidad, nos encontramos en el espacio-tiempo de Schwarzschild y en el vacio de
Unruh, de forma que k. = 1/(4M), pero a una distancia arbitrariamente grande
del agujero negro, de tal manera que en el espacio que necesitamos para nuestros
experimentos nunca nos acercamos significativamente a este. De esta forma, al
tomar el limite r — oo en las expresiones asociadas a la funcién x(u) encontradas
en las secciones anteriores, estas se reducen a las expresadas aqui.

Una vez fijada la temperatura efectiva del estado, tenemos la expresion

1=
k(u) =4/ r:/ic + ap. (5.46)

En la seccién 5.3, resaltamos la posibilidad de que la composicion entre la per-
cepcion de la radiacion presente en el estado de vacio dado y la contribucion del
efecto Unruh fuera de caracter destructivo, de tal forma que la radiacién final-
mente percibida por un determinado observador fuera menor que las contribucio-
nes por separado. Mostramos, por ejemplo, a los que denominamos observadores
de Unruh como paradigma de este hecho. En el caso de Minkowski, esto puede
llevarnos a plantear la siguiente situacion hipotética: ;Puede un observador en
Minkowski dejar de percibir una radiacién térmica propia del estado del campo,
si percibida por observadores inerciales, simplemente acelerando contra ella (es
decir, en sentido contrario a su propagacién)? Es lo que parece concluirse, a sim-
ple vista, de (5.46): basta con escoger una aceleracién en sentido de r decreciente,
y por tanto negativa, tal que contrarreste el término de la radiacion propia del
estado, de forma que en total x(u) = 0.

Vamos a comprobar, sin embargo, que no es posible para un observador ha-
cer tal cosa durante un tiempo suficientemente largo. El motivo es que, si bien
la aceleracién contra la radiacién le permite al observador, segun (5.46), anular
la funcion de temperatura efectiva instantaneamente, dicha aceleracion produ-
cird también un corrimiento al azul en la temperatura percibida de la radiacion
propia del estado, lo cual rapidamente compensard significativamente la anula-
cién.

Consideremos que, en un instante inicial u = ug, el observador se encuentra en
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reposo en las coordenadas (t,r), es decir, v;(up) = 0, y por tanto k(ug) = ke + ap.
Para obtener una percepcién de radiacion resultante nula, dicho observador decide
acelerar con a,, = —k.. Puede comprobarse [de las definiciones de v, y a,, en (5.44)]
que, para una historia de aceleraciéon propia cualquiera, la velocidad v;(u) se
obtiene de la ecuacion diferencial

dv

d—ul = ap(u)[1 — v} (u)]. (5.47)
En este caso, con aceleracién propia constante, dicha ecuacion tiene la solu-
ci6n v(u) = —tanh[k.(u — ug)]. De esta forma, podemos obtener el instante
en el cual, debido al corrimiento Doppler, el observador que intenté “apagar” su
percepcion de la radiacién vuelve a recuperarla con igual temperatura efectiva.
Es decir, el instante u tal que

K(u) = ( 1= ulu) 1) Ke = Ke. (5.48)

1+ vl(u)
De esta ecuacién se obtiene
v(u) =-3/6 = wu—ug=1og2(1/k.) ~0.69(1/k.). (5.49)

Es decir, cuando ain no ha transcurrido el tiempo propio u —uy ~ 1/k. necesario
para explorar el rango de energias caracteristico del espectro w ~ k., la funcién
de temperatura efectiva, fruto del efecto Doppler, ha recuperado su valor inicial,
lo que significa que el observador volvera a detectar particulas.

En un mejor intento por apagar la radiacion inherente al estado mediante una
aceleracién contraria a dicha radiacion, el observador podria ir aumentando su
aceleracion progresivamente, de tal forma que en todo momento compensase el
creciente factor Doppler, y en todo instante se tuviera que k(u) = 0. Teniendo
en cuenta k(u) en (5.46) y de nuevo la ecuacion diferencial para vy (u) en (5.47),
esto se traduce en la ecuacién

= 0. (5.50)

Resolviendo esta ecuacion diferencial, de nuevo con la condicién inicial dada
por v;(ug) = 0, obtenemos

1
=1- ; 5.51
u(u) 1 — ke(u — wp) + [Ke(u — ug)]?/2’ (5:51)
y, teniendo en cuenta una vez mas (5.47),
1
ap(u) = (5.52)

u—up— 1/ke
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5.6. La temperatura efectiva y los procesos de flotacion

Es decir, transcurrido el tiempo propio u — ug ~ 1/k. necesario para explorar el
rango de energias caracteristico del espectro, el observador ha tenido que alcanzar
una aceleracion propia infinita y la velocidad de la luz. Por tanto, tampoco de
esta forma parece fisicamente posible eliminar la deteccion de radiacion térmica
del estado mediante una aceleracién propia contraria al sentido de propagacion
de la misma.

Es importante destacar que los valores obtenidos en estos “experimentos men-
tales” con un observador acelerado en Minkowski no deben interpretarse como
una descripcion precisa de la percepciéon real de radiacién de dicho observador.
Las trayectorias consideradas son, en general, extremas, y los cambios bruscos,
por lo que la condicién adiabatica que permite una interpretacién directa de k(u)
en general se violara de forma flagrante. Lo que si nos han permitido dichos ex-
perimentos es una comprobacion de consistencia: no es sostenible un escenario
en el que un observador anule su percepcion de una radiacion térmica que si sea
percibida por observadores inerciales, durante un tiempo suficiente, mediante un
efecto Unruh que interfiera destructivamente con ella y que sea fruto unicamente
de la aplicacién de una aceleracion propia contra dicha radiacion.

5.6. La temperatura efectiva y los procesos de
flotacion

Finalmente, cabe preguntarse qué implicaciones fisicas tiene el considerar las
distintas contribuciones a la funcion de temperatura efectiva como radiacion emi-
tida por el agujero negro o como efecto Unruh. Por una parte, en términos tini-
camente de percepcion de radiacion, y hasta donde podemos describir con las
herramientas aqui desarrolladas, bajo cumplimiento de la condicién adiabatica
la percepcion del observador O serd sencillamente la de un espectro térmico con
temperatura proporcional a |k(u)|, sin importar el peso de las distintas contribu-
ciones a ese valor. Sin embargo, la cuestion es completamente distinta si lo que
buscamos es comprender el efecto que tiene la interaccién entre un dispositivo
concreto (por ejemplo, un detector de Unruh-DeWitt) y el campo de radiacién
sobre el propio campo o, yendo mas lejos aun, la reaccién que esta interaccién
produce sobre la propia trayectoria del dispositivo. Una mala interpretacién pue-
de llevar a una falta de entendimiento y a esperar comportamientos opuestos a
los reales.

Es conocido que la interaccion de un detector acelerado con un campo en
el vacio de Minkowski produce, ademas de la excitacién del propio detector (es
decir, el efecto Unruh), la excitacién del campo, fenémeno al que se denomina
radiacién Unruh [45, 64, 65].5 Dicha emisién de radiacién, por conservacién del
momento, actia contra la velocidad del dispositivo, a modo de “radiacién de
frenado” [45]. Sin embargo, una radiacién objetiva emitida por el agujero negro

6Sobre la existencia de tal radiacién existe cierta controversia en la literatura [66, 67, 68, 69].
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tiene una consecuencia opuesta para el dispositivo con el que interacciona, pues
dicho dispositivo recibe el momento de la particula que detecta.

Esto tiene una implicacion importante en el estudio de los denominados pro-
cesos de flotacion en las cercanias de un agujero negro. Se ha argumentado en
algunos trabajos [25, 26] que los fenémenos de radiacién derivados de la Teoria
Cuantica de Campos en espacios curvos pueden dar lugar a que determinados
objetos, situados en las cercanias del horizonte de sucesos, alcancen un estado de
equilibrio, en el que la fuerza neta realizada por el campo de radiacién sobre ellos
compense la atraccion gravitatoria del agujero negro, de tal suerte que el objeto
permanezca estatico en el exterior.

No obstante, si la radiacién percibida por los detectores estaticos muy cerca-
nos al horizonte procediera, casi en su totalidad, del propio efecto Unruh al que da
lugar la aceleracién propia que necesitan tales detectores para permanecer estati-
cos, la argumentacién para sostener el escenario de flotacion entraria en un bucle
logico, y por supuesto tal escenario de flotacién no resultaria plausible. La radia-
cién producida por el efecto Unruh actuaria contra la aceleracién que la produce,
y desde luego no podria ser a su vez motor de esa misma aceleracion. El destino
irremediable de cualquier objeto dejado a su suerte en el exterior de un agujero
negro seria caer hacia el horizonte. Sin embargo, si como parece desprenderse de
nuestro analisis, la radiacién percibida por tales detectores estaticos no es mas
que la radiacion que, de hecho, escapa del agujero negro, con su correspondiente
corrimiento gravitacional al azul, el escenario de flotacién resulta perfectamente
viable.

5.6.1. Un posible escenario de flotacién

A la vista de lo obtenido en secciones anteriores, la atraccién gravitatoria,
por su contribucion de signo negativo, produce una interferencia destructiva con
la percepcion de la radiacién procedente del agujero negro, que como decimos
es la que puede dar lugar a un escenario real de flotacién. Por tanto, un tipo
de trayectorias de especial interés a la hora de considerar escenarios de flotacion
son aquellas en las que dicha interferencia destructiva no esta presente, quedando
como unica contribucién a la percepcién de radiacién la procedente de la emision
del agujero negro. Es decir, las trayectorias tales que x(u) = kg(u) o, de forma
equivalente, ky(u) = 0. Un ejemplo que ya hemos encontrado son las trayectorias
estaticas (con radio constante). En general, dadas las ecuaciones para ky(u) (5.31)
y (5.32), estas trayectorias son solucién de la ecuacién

1 —v(u) 1
1—|—Ul(u> 1— 2M

r(u)

= C = const, (5.53)

es decir, aquellas trayectorias para las que no se produce variacion en el factor de
corrimiento en frecuencias entre el observador O y la regién asintética. Teniendo
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en cuenta la definicién de v; en (5.8), esta ecuacién tiene la solucién general

r(u) =7 1+ W (rmf - 1) exp | et o 0T e , (5.54)

Tt Tf 2Tf\/rf/(2M)—1

donde 7 es el radio final al que tiende asintéticamente la solucién en u — oo,
relacionado con la constante C' en (5.53) mediante C' = 1/4/1 —2M /r¢; Wy(2)
es la rama principal de la funcién W de Lambert;” y res = T(Uref) NO €8 MAS que
un radio de referencia arbitrario, por el cual cruza la trayectoria en el instante de
referencia arbitrario tyes.

Tenemos tres familias de soluciones: para 7. > r¢, las trayectorias parten del
infinito espacial con velocidad v; = (1 — C?)/(1 + C?); para 2M < 1y < 717y,
las trayectorias comienzan en el horizonte de sucesos con velocidad v; = 1; y
para 7 = T, Se tienen las ya conocidas trayectorias estaticas r(u) = r¢. En las
figuras 5.2 y 5.3 se muestran ejemplos de las dos primeras familias de soluciones.

3.0F

251

1(u)
r(u)

20F

Figura 5.2: Trayectorias r(u) en (5.54) pa-
ra r¢ = (3M, 4M, 5M, 6M) y 1wt =
(4M, 8M, 12M, 16M) (linea discontinua,
punteada, punto-raya y continua, respecti-
vamente). Utilizamos unidades 2M = 1
Y Uref = 0.

Figura 5.3: Trayectorias r(u) en (5.54) pa-
ra r¢ = (3M, 4M, 5M, 6M) y 1w =
(2.4M, 2.8M, 3.2M, 3.6M) (linea disconti-
nua, punteada, punto-raya y continua, res-
pectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1
Y Uref = 0.

Las trayectorias (5.54) pueden entenderse como las trayectorias “inerciales”
desde un punto de vista cudntico. Son aquellas trayectorias que no producen nin-
guna “friccién” (siempre que nos preocupemos exclusivamente del sector de radia-
cién saliente) con el campo cudntico. Desde este punto de vista, son la generaliza-
cién a espacios curvos de las trayectorias con velocidad uniforme en Minkowski.
Por tanto, en un agujero negro nos encontramos con dos tipos de trayectorias
especiales: las geodésicas, y las que no presentan “friccion cudntica”.

Teniendo en cuenta la caracterizacién de estas trayectorias en (5.53), la per-
cepcién de radiacion emitida por el agujero negro [dada por kg (u) en (5.29)] a lo

"La funcién W de Lambert esté definida de forma implicita como la solucién a la ecuacién
z = W(z) exp[W(z)]. La rama principal se define con las condiciones Wy(z) € Ry Wy(z) > —1.
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largo de ellas sera
k(u) = kp(u) = C R(a(u)). (5.55)

Es decir, a lo largo de estas trayectorias se percibe la radiacién saliente del agujero
negro con un factor de corrimiento en frecuencias constante.

Por otra parte, teniendo en cuenta la expresion de xy(u) en (5.30) y de nuevo
la caracterizacion las trayectorias en (5.53), se puede calcular la aceleracién propia
que se requiere para seguir las trayectorias dadas por (5.54), la cual resulta

ku(u) =0 = ap(u)= % (5.56)

Por tanto, la aceleracién necesaria es inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia radial.

Consideremos en particular la familia de trayectorias procedentes del infinito
espacial (rf > 7¢) y el estado de vacio de Unruh #(u) = 1/(4M). En tal caso,
de k(u) en (5.55) se tiene que la funcién de temperatura efectiva es constan-
te k(u) = C/(4M) a lo largo de cada trayectoria. De este hecho se desprenden
dos conclusiones: por una parte, que x(u) = C'/(4M) es de facto de la tempera-
tura del espectro térmico percibido, puesto que la condicién adiabatica se cumple
de forma ezacta; y por otra, que la aceleracion necesaria (5.56), como resulta
trivial, es a su vez proporcional a la radiacién percibida dividida por la distancia
radial al cuadrado:

ap(u) = 4M> f((u“)l (5.57)
Esto nos lleva a cuestionarnos el siguiente escenario: En un agujero negro de Sch-
warzschild en 3 4+ 1 dimensiones,® siendo la temperatura percibida constante, y
considerando un objeto con una seccion eficaz de deteccion constante, la inten-
sidad total de la radiacién percibida también escala con la inversa del cuadrado
de la distancia radial, debido al efecto adicional de la difusion de la radiacion
en las tres dimensiones espaciales, efecto que no esta presente en 1 + 1 dimen-
siones. Es decir, si consideramos un objeto totalmente opaco y de seccién eficaz
radial constante, viajando hacia el agujero negro en 3 + 1 dimensiones siguien-
do la trayectoria dada por (5.54), dicho objeto percibiria en todo momento una
radiacion térmica saliente de intensidad justamente proporcional a la aceleracion
que necesita para, de hecho, continuar en la trayectoria dada por (5.54), y toda
procedente de la emision del agujero negro. Dado que la fuerza que la radiacién
ejerceria sobre el objeto seria proporcional a la intensidad total de radiacién que
este percibe, entonces tan solo ajustando una constante caracteristica del objeto
(por ejemplo, la masa, o la propia seccién eficaz) quiza se pudiera preparar dicho
objeto para que siguiera, sin necesidad de un mecanismo adicional, una trayec-
toria dada por (5.54), la cual tenderfa asintéticamente a un radio constante. Es

8Por supuesto, ignoramos las correcciones introducidas por backscattering, de las que no
podemos dar cuenta aqui.
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decir, a un estado de flotacién. Esta posibilidad queda como objeto de un estudio
futuro.

5.6.2. Considerando la radiacion entrante

En el escenario de flotacién que hemos planteado, jugaria también su papel
un aspecto que hasta ahora, por simplificar, venimos ignorando: la radiaciéon en-
trante, es decir, el sector de modos v := t + r* del campo. Es evidente que se
puede hacer un estudio de este sector analogo al que hemos realizado para el sec-
tor de radiacién saliente. En particular, también se puede separar la funcién de
temperatura efectiva definida para este sector de una forma idéntica a (5.28): una
contribucion correspondiente a la radiacién propia del estado, que en este caso
corresponderia a radiacion entrante desde el infinito espacial; y otra contribucion
correspondiente al efecto Unruh en este sector. Dado que para el escenario de flo-
tacién hemos considerado el vacio de Unruh, en tal escenario no existe radiacién
entrante desde el infinito espacial. Sin embargo, a diferencia de lo que sucede en
el sector de radiacion saliente, para la radiacién entrante si aparece efecto Unruh
al seguir las trayectorias (5.54) (salvo las de radio constante). Las trayectorias
para las que no hay efecto Unruh en el sector de radiacién entrante (en cuyo
caso, en general si lo hay en el de radiacién saliente) son las mismas trayecto-
rias (5.54) pero recorridas en sentido contrario, es decir, desde el radio r¢ en el
pasado asintotico, hacia el infinito espacial o el horizonte. Esto se debe a que el
factor de corrimiento en frecuencias para el sector entrante tiene un cambio del

signo temporal:
1+ Uy
=4/ 5.58
1— Uy / ( )

donde v; mantiene la definicién dada en (5.8) y v = w = 7 no es mas que el tiempo
propio del observador O. La funcién de temperatura efectiva para el efecto Unruh
en este sector (que distinguiremos con el superindice v) es

1—|—'Ul 1 M
= — = 5.9
PV e 259

donde a, igualmente mantiene la definicién dada en (5.9).

Vamos a estudiar el comportamiento de esta temperatura efectiva a lo largo de
las trayectorias (5.54) en las que se ha propuesto el escenario de flotacién, sabiendo
que dicho escenario se propone en el vacio de Unruh. Teniendo en cuenta que tales
trayectorias son solucién de la ecuacién diferencial (5.53), y que la aceleracién
propia a lo largo de las mismas esta dada por (5.57), puede verse facilmente que
la cantidad (5.59) para estas trayectorias como funcién de la posicién radial toma

el valor oM Iy
Uiy — 2 [ LT AT
|ky(r)] = = (1 oM ) : (5.60)
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Considerando unicamente la familia de trayectorias que parten del infinito espa-
cial, este valor tiende a anularse en r — oo y en r — ¢ (salvo en el caso ry = 2M),
es decir, al principio y al final de la trayectoria, pero en general es no nulo. Para
hacernos una idea de su importancia con respecto a la radiacion que sostendria el
escenario de flotacién planteado, dada por x(u) = C/(4M), definimos como R, (r)

el cociente ) o vy
Ky — Tt
=|—| = 1—— . .61
‘ ( 1—2M/r ) (5:61)

72

R,,(r)

Figura 5.4: Valor de cociente R,,(r) para ry = (3.2M, 2.6 M, 2.2M, 2M) (linea discontinua,
punteada, punto-raya y continua, respectivamente). Utilizamos unidades 2M = 1.

En la figura 5.4 se muestra un ejemplo del comportamiento de esta cantidad
a lo largo de trayectorias con distintos radios finales. Para cada trayectoria, dicha
cantidad presenta un maximo en el radio

) M bt 9r? 3
S 5 (1 +1/1— 2t + 't ) + =T, (5.62)

cuyo valor es

. M? Or¢ Tt Or¢ 9r¢  27r?
el | [ 3 (1——) - ) T 2T 563
T g [( ZM) \/ oM oM o) 06

En las figuras 5.5 y 5.6 se muestran rfflé" y Rfffléx en funcién de ¢, respec-
tivamente. Puede comprobarse que el maximo tiende a acercarse al final de la
trayectoria segun ry — 2M, y su valor es 1 en r; = 2M, decreciendo mondétona y
rapidamente a cero cuando r¢ crece. De este analisis comparativo podemos intuir
que el efecto Unruh en la radiaciéon entrante solo jugaria un papel significativo
sobre el proceso de flotacién propuesto cuando el radio final de flotacion estuviera
muy cercano al horizonte de sucesos; y, en tal caso, solo lo haria en la tultima parte

de la trayectoria de flotacion.
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Figura 5.5: Valor de r™# en funcién de 7;. Figura 5.6: Valor de R™%* en funcién de ry.

Tf

Utilizamos unidades 2M = 1. Utilizamos unidades 2M = 1.

De cualquier forma, el resultado fisico esperable de la presencia de efecto Un-
ruh en la radiacién entrante es la emision de radiacion Unruh entrante por parte
del objeto en proceso de flotacion. Dicha emisién, por conservacion del momento,
no puede sino contribuir aun mas a la propia flotacion, al menos en primera apro-
ximacion. Es cierto que dicha contribucién modificaria la aceleracién, y por tanto
sacarfa al objeto de la trayectoria (5.54), lo cual podria desestabilizar el proceso
anteriormente planteado. El resultado final no parece que pueda conocerse salvo
que se proponga un modelo concreto de interaccion entre el objeto y el campo de
radiacién. No obstante, nada parece indicar que la presencia de efecto Unruh en la
radiacién entrante vaya a ser un factor decisivo en este escenario, y donde seguro
que no estaria presente es en el eventual estadio final en el que se alcanzase un
radio constante. En cualquier caso, el analisis en detalle del escenario de flotacion
planteado queda fuera de esta memoria, como propuesta de trabajo futuro.
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Capitulo 6

El vacio pulsante

Una ultima aplicacion de la funcion de temperatura efectiva, en particular de
la funcion de temperatura efectiva del estado, es la de describir un escenario en el
que pueda obtenerse radiacién muy similar a la radiaciéon de Hawking emitida por
un objeto estelar hacia el infinito espacial sin necesidad de formar un horizonte
de ningun tipo, y por ello sin necesidad de trazar sobre modos en el interior
del agujero negro ni invocar frecuencias arbitrariamente altas. Es decir, evitando
los problemas conocidos como paradoja de la informacion [8, 9, 10] y problema
transplanckiano [7], respectivamente.

En la seccion 4.2, en la que describimos el que denominamos vacio de colapso
segun es percibido por observadores estaticos en el exterior de un agujero negro,
hicimos notar un hecho significativo: la radiacién percibida por dichos observa-
dores es planckiana, con la temperatura adecuada a cada posiciéon, aun cuando
el observador que define el estado de vacio se encuentra todavia relativamente
lejos del horizonte. Este resultado ya se indicé anteriormente en [70], y estd en
consonancia con el hecho, mostrado en [71], de que una esfera en colapso que final-
mente se detiene cerca de la formacion de un horizonte, pero sin llegar a formarlo,
emite una rafaga (no necesariamente corta) de radiaciéon antes de detenerse. En
este capitulo describiremos un estado de vacio para un campo de radiacién en el
exterior de un cuerpo celeste que presenta una radiaciéon muy similar a la radia-
cién de Hawking emitida al infinito espacial, también sin necesidad de formar un
horizonte ni invocar frecuencias transplanckianas, pero ademas de tal forma que
la radiacién es emitida de manera continuada.

Por sencillez trabajaremos, como venimos haciendo en los tltimos capitulos,
en la geometria del exterior de un agujero negro de Schwarzschild reducida a
1 + 1 dimensiones [ecuacién (1.59)], y considerando igualmente como campo de
radiacién un campo escalar real sin masa, en el que se toma la aproximacion
de ignorar el potencial efectivo, de tal forma que la teoria resulta invariante
conforme [ecuacién (1.65)]. Es decir, todas las condiciones que nos permiten con-
centrarnos exclusivamente en la funcion de temperatura efectiva. En particular,
nos centraremos en la que denominamos funcién de temperatura efectiva del es-
tado R(u) [ecuacién (5.2)], puesto que estamos interesados en describir un estado
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con radiacién muy similar a la de Hawking emitida a la regiéon asintética. Por
tanto, en este caso solo tenemos que hablar de un observador: el que define el
estado de vacio. Para este observador, consideraremos una trayectoria que oscila
entre dos posiciones radiales proximas al horizonte. Las dos posiciones extremas
de la vibracién seran 2M + xi, ¥ 2M 4 Zex, con 0 < x4,/ (2M) < xer/(2M) < 1.
Es decir, la vibracién sucede muy cerca del horizonte. Identificando el tiempo
propio de la trayectoria en oscilacién con la coordenada nula U, construimos el
estado de vacio correspondiente a los modos normales asociados a tal coordenada
nula, estado que denominaremos vacio pulsante. Utilizando la métrica de Sch-
warzschild (1.59), es facil ver que la relacién formal entre la coordenada nula de
Schwarzschild 4 := ¢ — r* y la coordenada nula U es

1+i2/(1—2M/r(U))
/dU\/ O (6.1)

donde r(U) corresponde a la ecuacién de la trayectoria en oscilacion, 7*(U) es la
“coordenada tortuga” [ecuacion (1.60)] para esa misma trayectoria, y 7 denota
derivacion con respecto a U. Por otra parte, la funcién de temperatura efectiva
del estado que queremos obtener puede reescribirse facilmente como
2 25 =\ 2
R(u) = — ﬂ ﬂ _ du (d—u) (6.2)
du? / du dU? dU

U(a)

Si introducimos, por comodidad, la coordenada x := r—2M, y tenemos en cuenta
que toda la trayectoria de oscilacion se encuentra en la region tal que » < 2M,
podemos aproximar (6.1) por

PN | ] x T
u(U)NQM/de 1+ 5 —2Mlog 3. (6.3)

En la misma aproximacién, las derivadas que aparecen en (6.2) se escriben

du _ |7] 147
dv =z IM 2

& i\ _;c_j;«_sinx,1+a:[1/(4m)—i]/:t2
dUQNQM(x) {1 7 — sign(@) NETICE } (6.4)

—omZ,
T

de tal forma que
1/(4m) — &

V1 +z/(2Mi?) (6.5)

k(1) ~ —sign(z)

Consideremos a continuacién una trayectoria z(U) que oscile entre xy, y Tex
de una forma concreta: partiendo de x, con velocidad radial nula, inicia una
caida libre hasta un punto zp, muy cercano a xj,, en el cual comienza un rebote
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elastico de corta duracién, cuyo punto mas bajo es xj,, para volver de nuevo
de forma simétrica hasta x.,, punto que se alcanza con velocidad radial nula, y
asi sucesivamente. Excepto en el pequeno intervalo de rebote, puede comprobarse
facilmente que la trayectoria en caida libre tiene una aceleracion & ~ —1/(4M)
(la gravedad de superficie en las cercanias del horizonte). Por tanto, de (6.5) se

obtiene
1

R(u) ~ I (6.6)
Es decir, salvo en el intervalo de rebote, en el infinito espacial se detecta una
temperatura de radiacion aproximadamente igual a la temperatura de Hawking.
Como ejemplo, la figura 6.1 muestra una trayectoria en caida libre con un pequeno
rebote elastico regularizado, y la figura 6.2 el comportamiento de la funcién ()
resultante de esta oscilacion, donde se comprueba el resultado (6.6) con una
precision casi completa.
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Figura 6.1: Trayectoria en caida libre des- Figura 6.2: Valor exacto de /(@) resultante
de Tex = 0.0002M hasta zp, = 0.00002M, de la oscilacién de la figura 6.1. Utilizamos
donde se produce un rebote eldstico entre x}, unidades 2M = 1. El valor k(u) ~ 1/(4M) =
hasta zi, = 0.00001M, para continuar de 0.5 es practicamente exacto en lar regiones en
nuevo en caida libre de vuelta a zey, donde caida libre (la asimetria en el tiempo se debe
se comienza un nuevo ciclo. Utilizamos uni- a que la transformacién de tiempos @(7) no
dades 2M = 1. es trivial).

Segtun se observa desde el infinito espacial, la duracién de la mitad de un ciclo
de oscilacion es aproximadamente

(6.7)

RH Tin

Por tanto, si imponemos e /xy, > 1, podemos en principio hacer que la du-
racion de un ciclo sea significativamente mayor que el inverso de la frecuencia
caracteristica de la radiacion. De esta forma, segiin la resoluciéon en tiempos que
se tome para la radiacién percibida en el infinito, es de esperar encontrarse en
uno de los dos posibles escenarios siguientes: Para una resolucién temporal ba-
ja, nos encontrariamos con el espectro planckiano caracteristico de la radiacién
de Hawking con un pico adicional en la frecuencia correspondiente a la oscila-
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cién w ~ 1/(2At); para una resolucién alta, pero aun suficientemente baja como
para resolver el espectro de radiacion de Hawking, encontrariamos igualmente
dicho espectro, pero acompanado de rafagas peridédicas de radiacién no térmica,
aproximadamente cada 2At, debidas a los rebotes. En el caso en el que At no fue-
ra significativamente mayor que 1/|k(u)|, es de esperar permanecer en el primer
escenario. Nos queda como trabajo futuro el comprobar como depende la emi-
sién acumulada en la parte del espectro asociada al rebote con las caracteristicas
especificas de dicho rebote.

En este punto, podemos resaltar que, como ya adelantamos, la mayor fre-
cuencia involucrada en este cédlculo para obtener la radiacién de Hawking no es
excesivamente alta. La méaxima frecuencia involucrada en una vibracién sera del
orden de

Winax ~ kg€ ™AL (6.8)

(At es el tiempo aproximado que se tarda en realizar la mitad de la oscilacién,
correspondiente a la caida libre hasta el punto méas bajo.) Para un agujero negro
de la masa del Sol, e incluso con un semi-periodo de oscilacién dado por At ~
100/ Ky, el cual corresponde a la situacion extrema ey /T, ~ 10%3, esta frecuencia
méxima serfa wpmax ~ 10%wp, donde wp es la frecuencia de Planck. Dicho valor
esta sobradamente dentro de los limites en los que la simetria Lorentz ha sido
claramente verificada por las observaciones [72, 73]. A fin de tener una mejor idea
del comportamiento de esta magnitud, para una oscilacién entre z;, ~ 1072°(2M)
Y Tex =~ 10710(2M), tenemos kAt ~ 23, de tal forma que wyax ~ 107?wp. La
clave de que no se necesite invocar frecuencias desproporcionadas estriba en que,
cuando se produce una nueva oscilacién, las frecuencias involucradas no sufren un
corrimiento al azul anadido, sino que se mantienen siempre en el mismo rango,
por debajo de wpyay. Por tanto, no hay problema transplanckiano de ningun tipo
en este escenario. La maxima frecuencia para la cual necesitamos asumir que la
Teoria Cuantica de Campos relativista es correcta es perfectamente asumible. Por
tanto, en este escenario la prediccién de que en la regiéon asintotica encontraremos
radiaciéon de Hawking (o muy similar) es completamente creible.

Remarquemos una vez mas que este vacio pulsante es apropiado para po-
tenciales objetos estelares sin horizonte, pero cuya superficie estd muy cercana
al radio en el que la estructura hubiera formado un horizonte. En nuestras de-
mostraciones, hemos hecho uso de una métrica de Schwarzschild, pero siempre
a partir de un radio significativamente mayor que el horizonte. Por tanto, no ha
sido necesario conjeturar la formacién de un horizonte de sucesos. Ademas, el es-
pectro que hemos encontrado aqui es planckiano, no necesariamente térmico en el
sentido estricto de responder a una matriz de densidad resultado de trazar sobre
los modos tras el horizonte. Las particulas “companeras” de las particulas de la
radiacién de Hawking emitidas seran igualmente emitidas a su vez, si bien con un
cierto retraso temporal. Por tanto, la conocida como paradoja de la informacion
tampoco estd presente en este escenario.

En este capitulo no hemos entrado a valorar la dinamica que pudiera dar
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lugar a objetos estelares con una superficie oscilando muy cercana al radio de
Schwarzschild del objeto. No obstante, en el marco de la gravedad semiclasica
existen varias propuestas en la literatura de objetos cuya superficie permanece
muy cercana a la formacién de un horizonte de sucesos, pero que, debido a la
polarizacion cudntica del vacio, acumulan una densidad de energia negativa sufi-
ciente en las cercanias de la superficie, por lo que no llegan a colapsar y formar un
horizonte.! Algunas propuestas concretas son las gravastars [75], las fuzzballs [76],
o las estrellas negras [77]. Oscilaciones de la superficie de estos objetos cercanas a
las aqui descritas serian, muy probablemente, una fuente de radiacion muy similar
a la radiacién de Hawking. De esta forma, es posible pensar que quiza las leyes
generalizadas de la termodinamica de los agujeros negros, basadas en una tempe-
ratura exacta proporcional a la gravedad de superficie, y en la nocién geométrica
del area de la superficie, no sean sino una buena aproximacion a la fisica real de
objetos mucho mas complejos.

!La polarizacién cudntica del vacio puede, en general, violar las denominadas condiciones de
energia [74] en las cuales se basan los teoremas de singularidad [1, 2] que predicen la formacién
inevitable de singularidades “vestidas” por horizontes de sucesos, es decir, de agujeros negros
clasicos.
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis ha sido estudiar la percepcién de los fenéme-
nos de radiacién en Teoria cuantica de Campos en sistemas de referencia no
inerciales y en agujeros negros, en particular los conocidos fenomenos de la ra-
diacion de Hawking y el efecto Unruh. Se ha considerado un campo escalar de
Klein-Gordon real sin masa como campo de radiaciéon. Para llevar a cabo el es-
tudio, se han utilizado dos herramientas: los detectores de particulas de Unruh-
DeWitt macroscépicos y la funcion de temperatura efectiva, esta tltima basada
en el calculo del espectro percibido mediante transformaciones de Bogoliubov.
Por otra parte, se ha demostrado que el espectro resultante del cdlculo mediante
transformaciones de Bogoliubov, al menos en la teoria invariante conforme en
1 + 1 dimensiones, es directamente interpretable en términos de excitaciones de
detectores de Unruh-DeWitt. De la aplicacion de estas herramientas al estudio
de la percepcion de radiacion por distintos observadores en diversos escenarios,
extraemos las siguientes conclusiones:

» La excitacién de un detector de Unruh-DeWitt macroscépico siguiendo una
trayectoria rectilinea con aceleracién lentamente variable en el vacio de
Minkowski en 3 4+ 1 dimensiones puede calcularse mediante una expansion
adiabatica de su funcion respuesta. Dicha expansién permite descomponer
el espectro total percibido en una serie asintética de diferentes espectros
de distintos érdenes. El espectro de orden cero es el espectro térmico con
temperatura proporcional a la aceleracion segin la conocida férmula de la
temperatura de Unruh. Los siguientes son espectros con formas diversas,
cuya contribucién al espectro total, segiin aumenta su orden, esta pesada
por potencias cada vez mayores de derivadas cada vez mayores de la acele-
racion con respecto al tiempo propio. Esta expansién adiabatica, ademés,
resulta también valida como expansion en altas energias. La obtencién del
espectro térmico propio del efecto Unruh como contribucién de orden cero
nos induce a pensar en tal fendmeno como una radiaciéon que se encuentra
siempre presente cuando existe aceleracion, si bien puede quedar eclipsada
por contribuciones al espectro debidas a derivadas temporales de la propia
aceleracion.

= La funcién de temperatura efectiva, cuyo valor absoluto, en una teoria
cuantica de campos invariante conforme para el campo de radiacion, y bajo
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cumplimiento de la denominada condicion adiabatica, es proporcional a la
temperatura de la radiaciéon percibida localmente por un observador dado
en un estado de vacio del campo, tiene una clara interpretacion fisica. En
general, puede descomponerse en dos contribuciones:

1. Una contribucion a la temperatura efectiva es la que corresponde a
la radiaciéon propia del estado de vacio, la cual es aquella que esca-
pa a la region asintoética del espacio-tiempo en el que se encuentra
definido dicho vacio, o entra desde la misma, segin se considere el sec-
tor de radiacion saliente o entrante. La contribucion de esta radiacion
esta corregida por las caracteristicas propias del observador. En el es-
pacio tiempo de Minkowski, esta corregida por el efecto Doppler dado
por la velocidad del observador con respecto al sistema de coordenadas
en el que se calcula la temperatura de la radiacién propia del estado.
En el sector radial del espacio-tiempo de Schwarzschild, esta corregida
por el efecto Doppler dado por la velocidad del observador con respec-
to al agujero negro y por el factor de corrimiento gravitacional al azul
propio de la posicién radial del observador.

2. La otra contribucién a la temperatura efectiva es la que corresponde
al efecto Unruh propio del observador, el cual es debido a la acelera-
cion del mismo con respecto a la region asintética del espacio-tiempo,
aceleracion entendida como variacion en el factor de corrimiento en
frecuencias. En Minkowski, esta contribucion esta dada sencillamen-
te por la aceleracion propia del observador. En el sector radial del
espacio-tiempo de Schwarzschild, esta dada por la aceleraciéon propia
del observador més otra contribucién debida a la aceleracion gravita-
toria, que igualmente acelera al observador con respecto a la region
asintotica. La contribucion de la aceleracion gravitatoria corresponde
a la aceleracién dada por la ley de Newton, corregida por los factores
debidos al efecto Doppler y al corrimiento al azul gravitacional ya men-
cionados. Esto significa que, en general, el efecto Unruh no estd dado
solo por la aceleracion propia del observador, ni tampoco esta definido
localmente.

= El estado de vacio del campo puede definirse escogiendo un observador con-

creto, el cual no percibira radiacién en toda su trayectoria. Tal estado de
vacio es el definido por los operadores destrucciéon correspondientes a los
modos normales naturales para este observador. Dado un estado de vacio
definido de esta forma, puede definirse también una funcién de temperatura
efectiva del estado, la cual nos indica la temperatura efectiva de la radiacion
que escapa a la region asintotica, o entra desde la misma. Es esta tempe-
ratura, por tanto, la responsable de la primera de las contribuciones a la
percepcién total de un observador cualquiera enumeradas anteriormente. La
temperatura efectiva del estado esta dada por la aceleracion del observador
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que define el estado de vacio con respecto a la region asintética. Aparte de
los estados de vacio manejados en la literatura (vacios de Minkowski, Rind-
ler, Boulware, Hartle-Hawking, Unruh, etc.), en esta tesis hemos definido y
estudiado dos nuevos estados de vacio para el sector de radiacion saliente
de un agujero negro de Schwarzschild:

1. El vacio de colapso, que se define escogiendo un observador en caida
libre que parte del infinito espacial con velocidad nula.

2. El vacio pulsante, que se define escogiendo un observador que reali-
za oscilaciones en las cercanias del horizonte de sucesos, consistentes
en largos periodos de caida libre (parabdlica) y rebotes eldsticos casi
instantaneos en el punto mas bajo de la oscilacion.

Las distintas contribuciones a la percepcion total pueden tener caracter
destructivo si presentan signos contrarios, tendiendo a anularse entre si.
Un caso paradigmatico de este hecho lo constituyen los que denominamos
observadores de Unruh: observadores en caida libre e instantaneamente en
reposo en el exterior de un agujero negro de Schwarzschild. Para estos ob-
servadores, la contribucion de la radiacién procedente del agujero negro
(propia del estado) y la contribucién del efecto Unruh debido a su acele-
racién con respecto a la zona asintdtica tienen signos opuestos, de manera
que el efecto Unruh tiende a “ocultar” la radiacion emitida por el agujero
negro para estos observadores.

Las expresiones analiticas obtenidas para la funcién de temperatura efecti-
va en términos de las caracteristicas del estado de vacio y de la trayectoria
del observador, en las cuales aparecen claramente los roles de los distintos
fenémenos fisicos mencionados, son vélidas independientemente del cum-
plimiento o no de la condicion adiabatica que permitiria considerar el valor
absoluto de tal funcién como proporcional a la temperatura del espectro
térmico realmente percibido. Entendemos que se trata de otro indicio cla-
ro de que esta funcién describe un fenémeno de percepcién de radiacion
térmica con entidad fisica propia, aunque en general su contribucién a la
percepcién total no sea la tnica, debido a la no adiabaticidad. Este fenémeno
fisico, al menos en términos exclusivos de percepcién de radiacion, vendria
a unificar y generalizar los fenémenos conocidos de la radiacion de Hawking
y el efecto Unruh.

La aplicacion de la funcién de temperatura efectiva al estudio de la percep-
cion de radiacion por distintos observadores en Minkowski nos ha permitido
descartar un escenario irreal: no es posible para un observador dejar de per-
cibir, durante un tiempo suficiente, una radiaciéon que si sea percibida por
observadores inerciales mediante un efecto Unruh que interfiera destructi-
vamente con tal radiacion y que sea fruto exclusivamente de la aceleracion
propia del observador contra dicha radiacién.
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= La aplicacién de la funcién de temperatura efectiva al estudio de la per-
cepcion de radiacion por distintos observadores en el exterior de un agujero
negro de Schwarzschild nos ha permitido encontrar los siguientes resultados
fisicos:

1. El estado que hemos denominado vacio de colapso reproduce cualita-
tivamente el resultado esperable para la emision de radiacion durante
un proceso de colapso real de un objeto estelar que acabe formando
un agujero negro u otro objeto similar. A efectos de percepcién de
radiacién emitida a la regién asintética, dicho vacio no estacionario
interpola de manera mondtona y suave en el tiempo entre la ausencia
de radiacién propia del vacio de Boulware y la radiacion de Hawking
propia del vacio de Unruh.

2. Contrariamente a lo que se ha sostenido habitualmente en la literatura,
en el vacio de Unruh los observadores en caida libre en general si detec-
tan radiacion al cruzar el horizonte de sucesos. Salvo para el observador
que al cruzar el horizonte se encuentra, ademas, instantdneamente en
reposo, para el resto de observadores la funcién de temperatura efec-
tiva es no nula al cruzar el horizonte, siendo cuatro veces mayor que
la correspondiente a la radiaciéon de Hawking para el observador que
parte en caida libre desde el infinito espacial con velocidad nula. Esto
se debe a un efecto Doppler divergente en el horizonte, cuya diver-
gencia compensa el hecho de que la temperatura de los observadores
de Unruh si tiende a anularse en el horizonte, dando lugar a un valor
limite finito. Este valor no nulo sugiere fuertemente que la percepcion
de radiacion también sera no nula, puesto que, aunque la condicion
adiabdtica no se cumple estrictamente durante el incremento final de
la temperatura al cruzar el horizonte, el valor de la funcién de control
adiabatica resulta aun inferior a la unidad, lo cual indica que el valor
de la temperatura efectiva es un razonable estimador de la cantidad
de radiacion percibida, aunque esta no tenga un espectro térmico.

3. En un agujero negro de Schwarzschild, ademas de las geodésicas, exis-
ten otro tipo de trayectorias especiales, que podrian describirse como
carentes de “friccion cudntica”: aquellas para las cuales no hay efecto
Unruh en el sector de radiacion saliente o entrante (pero en general no
en ambos). Por una parte, existen trayectorias que parten del infinito
espacial o del horizonte de sucesos para aproximarse asintéticamente a
un radio final, con efecto Unruh nulo para la radiacién saliente. Si estas
mismas trayectorias se siguen en sentido contrario, es decir, partiendo
de un radio fijo en el pasado asintotico y desviandose de ¢él hacia el
horizonte o hacia el infinito espacial, entonces el efecto Unruh es nulo
para la radiacion entrante. Por otra parte, las trayectorias estdticas
que permanecen con un radio constante son las tinicas para las que no
hay efecto Unruh en ninguno de los dos sectores.



Conclusiones

= A lo largo de las trayectorias sin efecto Unruh en la radiacién saliente y
que parten del infinito espacial, la radiacién percibida, cuando el campo
se encuentra en el vacio de Unruh, es constante y toda procedente de la
emisién del agujero negro. Por otra parte, la aceleracion propia necesaria
para seguir tales trayectorias escala con el inverso de la distancia radial
al cuadrado a lo largo de las mismas. Por tanto, en un agujero negro en
3 + 1 dimensiones, debido a la difusién de la radiaciéon emitida por el agu-
jero negro, un objeto con seccién eficaz constante siguiendo una de estas
trayectorias detectaria una intensidad total de radiaciéon proporcional a la
aceleracion propia que necesita para continuar por esa misma trayectoria,
a lo largo de la cual alcanzaria finalmente un radio constante. Esto plantea
un posible escenario auto-consistente de flotacion debida a la radiacion del
agujero negro. Si bien para estas trayectorias si existe efecto Unruh en el
sector de radiacién saliente, un primer analisis parece indicar que tiene, en
general, una importancia secundaria. Ademas, lo esperable es que, en una
primera aproximacion, dicho efecto Unruh sea favorable al propio proce-
so de flotacion, y que en cualquier caso desaparezca en el estadio final del
mismo. Todo este escenario serd objeto de estudio futuro.

= El estado que hemos denominado vacio pulsante es una propuesta de estado
de vacio para la que se obtiene una radiacién muy similar a la radiacion de
Hawking emitida por un agujero negro, salvo por rafagas periddicas de ra-
diacién anadidas, o por picos de emision superpuestos en determinadas fre-
cuencias. El uso de este vacio permite evitar el tener que invocar frecuencias
extremadamente altas en el proceso de creacién de particulas en el infinito,
asi como la necesidad de que el objeto forme un horizonte de sucesos. Sin
entrar en los procesos fisicos que pudieran dar lugar a un objeto estabili-
zado y oscilante en las cercanias de su radio de Schwarzschild (los cuales
serdn objeto de estudio futuro), cuya radiacién creemos que podria descri-
birse adecuadamente por este vacio, el mecanismo de pulsacién aqui descrito
demuestra que tales objetos podrian radiar de una manera muy similar a
como lo harfa un agujero negro, sin que el problema transplanckiano ni la
paradoja de la informacion estuvieran presentes.
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El trabajo realizado para esta tesis doctoral ha dado lugar a cuatro articulos
y dos contribuciones en actas de conferencias publicados:

= Luis C. Barbado, Carlos Barcelo, and Luis J. Garay. Hawking radiation as
perceived by different observers. Class. Quant. Grav., 28:125021, 2011.

= Luis C. Barbado, Carlos Barcelo, Luis J. Garay, and Gil Jannes. The Trans-
Planckian problem as a guiding principle. JHEP, 1111:112, 2011.

= Luis C. Barbado, Carlos Barcelo, and Luis J. Garay. Hawking radiation
as perceived by different observers: An analytic expression for the effective
temperature function. Class. Quant. Grav., 29:075013, 2012.

= Luis C. Barbado, Carlos Barcelo, and Luis J. Garay. Hawking radiation as
perceived by different observers. AIP Conf.Proc., 1458:363-366, 2011.

s Luis C. Barbado and Matt Visser. Unruh-DeWitt detector event rate for tra-
jectories with time-dependent acceleration. Phys. Rev., D86:084011, 2012.

= Carlos Barcelé, Luis C Barbado, Luis J Garay, and Gil Jannes. Avoiding
the trans-planckian problem in black hole physics. In Progress in Mathema-
tical Relativity, Gravitation and Cosmology, pages 129-133. Springer Berlin
Heidelberg, 2014.
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